Abstraction & Application 9 (2013) 86 — 91

Funtores sharp y un ejercicio sobre endolongitud

?Alejandro Waldemar Cob4 Magaiia, *Jestis Efrén Pérez Terrazas, “Carlos Jacob Rubio
Barrios

Facultad de Matematicas, Universidad Auténoma de Yucatan
@alejandro.coba@uady.mx, ?jperezt@uady.mx, “carlos.rubio@uady.mx

Abstract
Here we review the notion of sharp functor and we show a connection with an exercise about endo-
length.
Resumen

Recordamos el concepto de funtor sharp y mostramos una conexién con un ejercicio acerca del tema
de endolongitud.
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En [5] se introdujo el concepto de funtor sharp para poder extender resultados sobre el tipo de represen-
tacién de una k—algebra de dimensién finita, conocidos cuando k es algebraicamente cerrado, al caso en que
k es perfecto.

En este articulo de revisién queremos ver algunos resultados elementales referentes a funtores sharp,
asf como mostrar una breve aplicacién a un ejercicio sobre endolongitud que esté en [2] y que ha resultado
muy util en [4], [5] y otros articulos.

1. Radical y funtores sharp

En este escrito todo anillo es asociativo y tiene unitario.
Por lo general R denotard un anillo y al radical de R lo vamos a denotar por radR.

Vamos a usar varios resultados basicos acerca del radical de un anillo, los cuales se encuentran en la gran
mayoria de los escritos sobre el tema, por ejemplo en [3].

Una caracterizacién ttil del radical la podemos ver en el cuarto inciso de la proposicién 2.7 de [3], es
decir que dado el anillo R tenemos que r € radR si y solo si 1 — zry es invertible para cualesquiera =,y € R.

El siguiente lema es parte del remark 31.6 de [2], pero queremos agregar un argumento.

Lema 1.1 Sea ¢ : R — S un homomorfismo de anillos unitarios (es decir que es un homorfismo de anillos
y que ademds cumple que ¢ (1g) = 1g).
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1. Si ¢ es suprayectivo entonces ¢ (radR) C radS.

2. Supongamos que ¢ es suprayectivo y que ademds se cumple que cuando @ (r) es invertible entonces r
es tnvertible: entonces ¢ induce un isomorfismo ¢ : R/radR — S/radS.

Demostracién: Sean r € radR, s1, s2 € S. Por suprayectividad de ¢ existen z,y € R tales que ¢ (z) = 51
y ¢(y) = s2, as{ que existe u € R tal que u(lg —ary) = 1g = (1g — 2ry) u, luego ¢ (u) es el inverso
multiplicativo de 1 — s1¢ (7) s2, y como s1 y s2 son arbitrarios tenemos que ¢ (r) € radS, de donde se sigue
el primer inciso del enunciado.

Luego ¢ induce un homomorfismo suprayectivo de anillos unitarios ¢ : R/radR — S/radS.

Ahora sea r € R tal que ¢ (r) € radS. Entonces, para cualesquiera z,y € R, tenemos que ¢ (1p — zry) =
ls— () ¢ (r) ¢ (y) es invertible, asf que si se cumple la hipdtesis del segundo inciso del enunciado obtenemos
que 1r — xry es invertible, luego r € radR : se sigue que ¢ es inyectiva.

O

Para apreciar mejor el resultado previo, considere el lector el anillo de polinomios en una variable k [t],
con k un campo, el anillo cociente & [t] / (t?) , el epimorfismo canénico 7 : k [t] — k[t] / (t*), y verifique que

rad (k[t]) = 0y rad (k[t] / (t?)) = (t) / (t*).

A continuacién recordaremos definiciones referentes a funtores e iremos relacionando estas nociones con
la. de radical.

Definicién 1.2 Dado un campo k y una categoria C, decimos que C es una k-categoria si cample lo siguiente:

1. C tiene objeto cero.
2. Para cada par de objetos M, N en C el conjunto de morfismos Home (M, N) es un k—espacio vectorial.

3. Para cualesquiera objetos L, M, N en C la composicién de morfismos Home (M, N) x Home (L, M) —
Home (L, N) es k—lineal en cada componente.

4. C tiene sumas finitas.
En [1], pdgina 28, no se menciona explicitamente la existencia de un objeto cero en la definicién de

categoria aditiva, pero suponemos que, en ese texto, dicha existencia estaba implicita al pedir que en la
categoria hubiese sumas finitas.

Definicién 1.3 Sean C y D k—categorias y F' : C — D un funtor. Decimos que F' es un k-funtor si para
cada par de objetos M, N en C el mapeo inducido entre Home (M, N) y Homp (F (M), F (N)) es una
transformacion k—lineal.

Para proporcionar un ejemplo recordemos que si A es una k—4&lgebra entonces su categoria de mdédulos
izquierdos, A—Mod, es una k—categoria y, por supuesto, el funtor identidad de A—Mod es un k—funtor.

Definicién 1.4 Sea C una k—categoria y M un objeto en C. Decimos que M es inescindible si M no es un
objeto cero y un isomorfismo M = M; & Ms en C implica que M7 6 M5 es un objeto cero.

Definicion 1.5 Sea F : C — D un k—funtor.

1. Decimos que F' preserva inescindibles si para cada inescindible M € C se cumple que F (M) es ines-
cindible.
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2. Decimos que F' preserva clases de isomorfia si para cada par de objetos M, N € C se tiene que M =2 N
siysolosi F(M)~ F(N).

Definicién 1.6 Sean C una k—categorfa y M € C. Definimos Fj; como End¢ (M), es decir, el anillo de
endomorfismos de M con la multiplicacién opuesta.

El siguiente concepto fue presentado en [5], sin embargo, queremos senalar que el nombre que finalmente
recibi6 fue sugerido por el Dr. Leonardo Salmerén Castro.

Definicién 1.7 Sean C y D categorias k—aditivas y sea F' : C — D un k—funtor. Decimos que F' es sharp
si:

1. F preserva inescindibles y clases de isomorfia.

2. Para cada M € C se cumple que F'(radEy) C radEp(yp) y que el morfismo inducido Epy/radEy —
Epy/radEpapy es un isomorfismo.

El siguiente resultado es facil de probar y lo dejamos al amable lector.

Proposicion 1.8 Si F : C — D y G : D — &£ son funtores sharp entonces el funtor composicion GF' es
sharp.

Definicién 1.9 Sea C una categoria. Decimos que los idempotentes se dividen en C si para cualquier M € C

Lo ) Notemos

y e € E); idempotente, existe un isomorfismo h : M — M; @ My en C tal que heh™! = ( 0 0

que si e no es el morfismo cero o un isomorfismo entonces ni M; ni My son objetos cero.

Para proporcionar un ejemplo del concepto anterior, consideremos un anillo R y su categoria de R—modu-
los izquierdos R—Mod. Dados M € R—Mod y e € Ej; un idempotente, sean M; = Im (e) y My = ker (e),
y consideremos la funcién h : M — M; & My dada por h(m) = (e(m),m —e(m)) . Es ficil verificar que h
es un homomorfismo de R—mddulos. Supongamos que m esta en el kernel de h entonces e (m) = 0, luego se
tiene la identidad m —0 = 0 : se sigue que ker (h) = {0} y que h es inyectivo. Ahora consideremos al elemento
(e(m),k) € My & My, entonces h (e (m) + k) = (e* (m),e(m) + k — e* (m)) = (e(m),k), asi que h es su-
prayectivo. Nuevamente sea (e (m), k) € My @ Ma, luego heh™! ((e (m),k)) = he (e (m) + k) = h(e(m)) =

(e(m),0), es decir que heh™! = ( 10

0 0 ) Se sigue que en R—Mod los idempotentes se dividen.

Proposicion 1.10 Sea F : C — D un k—funtor. Si en C se dividen los idempotentes y F es fiel y pleno
entonces F' es sharp.

Demostracion: Por ser F' fiel y pleno se cumple que F' preserva clases de isomorfia y que cumple el
segundo axioma de la definicién de funtor sharp.

Ahora supongamos que M € C es tal que F' (M) = Ny @ Ny con Ny 20y No 20. En En, gn, existe el
idempotente ( (1) 8 ), el cual no es el morfismo cero ni la identidad, asf que en E () existe un idempotente

que no es cero ni isomorfismo, por lo que en E); existe un idempotente que no es cero ni isomorfismo: como
los idempotentes se dividen en C se tiene que M no es indescindible, asi que F' preserva inescindibles.

O

Definicién 1.11 Sea F' : C — D un funtor. Decimos que F refleja isomorfismos si, dado el morfismo
f:M — N en C, se tiene que f es un isomorfismo si y solo si F'(f) es un isomorfismo.
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Proposicién 1.12 Sea F' : C — D un k—funtor. Supongamos que F' es pleno, denso y refleja isomorfismos,
entonces F' es sharp.

Demostracién: F' preserva clases de isomorfia porque F' refleja isomorfismos.

Notemos que F' envia objetos cero en objetos cero. Luego, como F' refleja isomorfismos, si M € C no es
un objeto cero entonces F (M) no es un objeto cero.

Asumamos que para M € C se tiene que F (M) = N; @ N, con N1 2 0y Ny 2 0. Por densidad de F
existen My y My tales que F (M) = Ny y F (Ms) = Na, y por el argumento previo My 2 0y My 2 0.
Como F es pleno y refleja isomorfismos tenemos que M = My & Ms : se sigue que F' preserva inescindibles.

Nuevamente sea M € C. Por ser F' pleno y reflejar isomorfismos tenemos que el homomorfismo de anillos
unitarios Epy — Ep) inducido por F' satisface las hipdtesis del lema 1.1, asi que se cumple el segundo
axioma de la definicién de funtor sharp.

|

El siguiente corolario es el lema 4.5 de [5].

Corolario 1.13 Sea A una k—dlgebra de dimension finita. El funtor Cok? : P2(A) — A — Mod (ver, por
ejemplo, seccion 18 de [2] para la definicion y propiedades de este funtor) es sharp.

Demostracion: Es conocido (usar, por ejemplo, el lema 18.10 (4) de [2]) que Cok? es pleno, denso y
refleja isomorfismos, asi que basta aplicar la proposicién 1.12.

O

2. Endolongitud

Sean R un anillo y M € R — Mod. Recordemos que M tiene longitud m, con n un entero positivo, si
existe una sucesién anidada de submédulos {0} = My € My C ... C M,,—1 C M,, = M tal que M;11/M;
es un R—mddulo simple para ¢ € {0,...,n — 1}. A tal sucesién de submdédulos se le conoce como serie de
COmpPosicion.

El teorema de Jordan-Holder (ver teorema I.1.2 de [1]) nos dice que si M tiene una serie de composicién
de longitud n entonces toda serie de composicién de M tiene longitud n.

Ademsds, si M tiene longitud n entonces es un médulo artiniano y un médulo noetheriano.

Si M es el médulo cero entonces se dice que tiene longitud cero. En caso de que M no sea cero y no tenga
longitud n se dice que tiene longitud infinita.

La longitud de M como R—mddulo se denota como £g (M) .
Por supuesto que se pueden hacer definiciones similares cuando M es un R—mddulo derecho.

Sea ¢ : S — R un homomorfismo de anillos unitarios. Es conocido que via ¢ se induce en M una
estructura de S—médulo y que una sucesion anidada de R—submédulos de M es también una sucesion
anidada de S—mddulos, por lo que tenemos que g (M) < ¢g (M) . La igualdad se obtendria si se pudiese
asegurar que cada cociente M,;1/M; es simple como S—mddulo, lo que ocurre, por ejemplo, cuando ¢ es
suprayectiva.

Sin embargo, queremos mostrar un caso un poco mas interesante.
Proposicién 2.1 Sea ¢ : S — R un homomorfismo de anillos unitarios tal que ¢ (radS) C radR y el

homomorfismo inducido ¢ : S/radS — R/radR es suprayectivo. Entonces, para M un R—mddulo de longitud
finita se cumple, con la estructura inducida de S—mddulo sobre M por ¢, que Lr (M) = Lg (M).
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Demostracién: Sea L un R—mddulo simple. Es conocido (ver proposicién 2.7.1 de [3]) que (radR) L =
{0}, asf que L también es, de manera candnica, un R/rad R—mddulo simple.

Se sigue de la hipdtesis que ¢ induce sobre L una estructura de S/radS—médulo simple.

Puesto que ¢ (radS) L = 0, es sencillo verificar que la estructura de S /radS—mdédulo inducida sobre L
por ¢ es la misma que la inducida por ¢, asi que L es un S—modulo simple.

De los argumentos mostrados se concluye que si {0} = My C My C ... C M,_1 C M,, = M es una serie
de composicién de M como R—moébdulo entonces también es una serie de composicién de M como S—mébdulo.

O

Ahora queremos usar una longitud especial.

Es facil verificar que M tiene una estructura canoénica de R — Ej;—bimddulo, asi que definimos la endo-
longitud de M como la longitud que tiene como Ejp;—mddulo derecho, lo que denotamos como endol (M) =
éE]\l (M) .

A continuacién mostramos el resultado que mas nos interesa revisar, el cual es una ligera modificaciéon
del lema 31.4 de [2].

Proposicion 2.2 Sean R y T anillos y sea B un R —T—bimddulo que como mddulo derecho es isomorfo a
T? (es decir que es libre de rango d), con d un entero positivo. Consideremos el funtor B @ _: T — Mod —
R — Mod. Entonces, para M € T — Mod se tiene que

endol (B ®pr M) < d x endol (M) .

Cada una de las siguientes condiciones es suficiente para que se cumpla la igualdad:

1. B @7 _ es pleno.

2. B®r _ es sharp.

Demostracién: Supongamos que endol (M) =n € N.

Como existe un isomorfismo de T—médulos derechos o : B — T entonces podemos darle estructura de
R — T—bimédulo a T¢, convirtiendo a o en un isomorfismo de R — T—bimédulos.

Ese isomorfismo de R — T—bimdédulos induce una equivalencia natural 7, (ver paginas 43 y 75 de [6])
del funtor B®7 _: T — Mod — R — Mod al funtor T¢ @1 _: T — Mod — R — Mod.

Notemos que dados L, N € T'— Mod existe un isomorfismo de grupos abelianos
ne,n : Hompg (B @1 L, B®r N) = Hompg (T @7 L,T* @ N) dado por h — (a®@1yx)h (e @ 1).

Luego es facil verificar que si {0} = Ag C A; C ... C A,,—1 C A, = B®p M es una serie de composicién
como Epg,m—moddulo derecho entonces

{0} =(@@1p) Ay C(a@1y) A1 C ... C(a@1n) Ap1 C (@@ 1ar) Ay = T @7 M
es una serie de composicién como Erpag,. s —médulo derecho, asi que endol (B ®¢ M) = endol (Td Qr M ) .

Ahora, observemos que T% ®7 M = M? como grupos abelianos, asi como que el funtor 7% @ _ envia a
f€Eyenl®f € Erag,p, por lo que induce un homomorfismo de anillos ¢ : Ea; — Erag,. s, €l cual induce
una estructura como Ej;—médulo derecho en T% @1 M : es facil ver que {g,, (Td QT M) =d x endol (M),
asi que por el argumento previo a la proposicién 2.1 tenemos que endol (B ®7 M) < d x endol (M) .

Ahora bien, el funtor T% @ _ es pleno o es sharp si y solo si B ®7 _ es pleno o es sharp, respectivamente:
en cualquiera de los dos casos ¢ cumple las hipdtesis de la proposicién 2.1, asi que endol (B @1 M) =
EEM (Td Q7 M) .

O
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Vale la pena destacar que la proposicién 2.1 nos indica que el resultado de la proposicién 2.2 se puede
extender a otros tipos de funtores, a los que se les podria llamar quasi-sharp o tal vez almost sharp.
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