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PALABRAS CLAVE: RESUMEN
campo electromagnético, En este trabajo aplicamos el método de fase estacionaria para estudiar la distribucion
metamaterial dispersivo, método de del campo electromagnético que deja el paso de una particula a través de un

fase estacionaria . . . T . .
medio dispersivo y con pérdida. Acoplamos el conjunto de ecuaciones del modelo

analitico en un algoritmo computacional para obtener las soluciones numéricas.
En particular, estudiamos el efecto de Cherenkov en zona lejana. Como resultado
de nuestras simulaciones, observamos que existen rangos de frecuencia para las
cuales se obtiene un indice refractivo negativo (metamaterial), con ello, el efecto de
Cherenkov resulta en un cono con doble ramificacion.
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electromagnetic field, dispersive In this paper we apply the stationary phase method to study the distribution of the
”“‘:E”“‘l‘“""“lf stationary phase electromagnetic field that leaves the passage of a particle through a dispersive lossy
metnoc

medium. We have coupled the set of equations of the analytical model into a com-
putational algorithm for the numerical solutions. Specifically, we have studied the
Cherenkov effect in far zones. As a result of our simulations, we note that there are
frequency ranges for which a negative refractive index (metamaterial) is obtained,
and thus the Cherenkov effect results in a double cone branching.
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1 INTRODUCCION

Las soluciones a problemas en el drea de electro-
magnetismo y otros dmbitos cientificos admiten una re-
presentacién matematica que se obtiene generalmente
mediante integrales transformadas. El calculo de éstas
es bastante complicado, aunque es posible obtener
aproximaciones de las mismas en ciertos limites. En
los Gltimos anos se han propuesto diversas técnicas
y teorias para obtener expansiones asintéticas de
funciones definidas mediante  representaciones
integrales [1-2]. La literatura contiene una gran
variedad de métodos de obtencién de aproximaciones
asintéticas de integrales, entre las mas importantes se
encuentra el método de fase estacionaria [3-4].

En nuestra investigacién aplicamos el método de
fase estacionaria para problemas de radiacion de ondas
electromagnéticas (em) de una fuente modulada que
se mueve en un medio dispersivo y con pérdida.
En particular estudiamos el efecto Cheronkov, éste
surge cuando una particula cargada se mueve con
una velocidad v, mas grande que la velocidad de
fase de la luz v en un medio. Aqui v=c/n, c es la
velocidad de la luz en vacioy n es el indice refractivo
del medio [5-10].

En nuestro estudio analitico-numérico, trabajamos
un nuevo enfoque aplicado a la programacién
orientada a objetos para investigar la radiacion de
Cherenkov y la representacion de los campos em. El
método consiste en una doble integral oscilatoria con
un subsecuente andlisis asintético.

2 ECUACIONES FUNDAMENTALES

Sea el campo EM generado por una fuente de la forma:

J)=A®W) v, )5(x-x, (1) (1)

Donde 0 es la funcién delta; x, ()=(x,, (1).x,, (1).x,,
(1)) es el vector que define el movimiento de la fuente
y v, (=%, (1) es su velocidad. Aqui A(t)=a(t)e?
representa amplitud y , es la frecuencia de la fuente.

En el método de fase estacionaria se obtiene
una representacion de los campos como una doble
integral oscilatoria que depende del pardmetro ;
éste parametro caracteriza grandes distancias entre
una fuente y un observador (zona lejana) [11-12].
En general, estas integrales se presentan de la
siguiente manera:
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¢, (tx)=| F(tx0,1,)) e "507 do dr )
Donde F se define como amplitud y S es la fase.
De acuerdo con lateoria publicada enel articulo [3],
la representacion de los campos eléctrico y magnético
¢, (tx) se describen como dobles integrales:

4)

La integracion con respecto de zde -0 azen (3) y
(4) es explicada por razones de causalidad; de ahi que
7 no puede ser mayor que t.

La idea principal del método de la fase estacionaria
se basa en la cancelacion de sinusoides cuando la fase
varia rapidamente; sin embargo, si en algln punto la
fase es estacionaria (tiene derivada cero), la falta de
oscilacién a ritmo constante restringe la cancelacién y
permite extraer un término principal. Esto es, cuando
w—o, se generan oscilaciones muy rapidas dentro
de la integral, lo que lleva a una cancelacion en el
término principal de la integral. No obstante, en una
vecindad cercana a x, , donde 0S/0w=0y 0S/01=0, la
componente del campo em es distinta de cero.

Aproximando con serie de Taylor a la funcién fase
S, donde Stiene un punto maximo en x, y anulando los
términos de orden superior a (x - x ), las integrales (3)
y (4) se simplifican y se aplica integracion por partes.
La contribucién de los puntos estacionarios (w,7) en el
comportamiento asintético de H y E estd dada por la
siguiente formulacion:

(6)

Donde ¢ = /4, |x-x,| = (x - x, (1))/4, como se detalla
en [3].
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En las formulas (5) y (6) la fase es:

S (tx,0,7) =k (®)|x-x, (1) - ot1) -0, (7)

Donde es el nimero de
onday €(@) y u(w) son la permitividad eléctrica y per-
meabilidad magnética que dependen de la frecuencia
€ R [13]. Debemos notar que las contribuciones en
el término principal del comportamiento asintético de
las integrales (3) y (4) estan dadas por los puntos es-
tacionarios (@ = w(tx), T = 7(tx)) de la fase S, y son
soluciones del siguiente sistema:

El sistema (8) para los puntos de fase estacionaria
(w(tx), 1(tx)) es el siguiente:

3 SIMULACION NUMERICA

En esta secciéon estudiamos la solucién al sistema de
ecuaciones (9) para los valores desconocidos de
y ; donde sabemos que las variables x,x,x, son la
posicién de un observador y 7 es el tiempo de retardo.
La situacion se simplifica si fijamos el eje x, paralelo
a la direccion de velocidad de la particula v, ||é.. Para
continuar la investigacién escribimos (9) como sigue:

(1) - (t9) v, (@) = 0 (10)

v, k(w)(x,-v,7) + (0-0,)r(t) = 0 (11

Donde ,v,eslavelocidad
de la particula; k = n(w)w / ¢ es el nimero de onda;
n(w) es el indice refractivo del medio; ¢ es la velocidad
de la luz en el vacio c=(e "), y v, €s la velocidad de
grupo v, (w) =c/(n(w)w’).

El caso mas simple del sistema (10)-(11),
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corresponde a n = constante. En esta situacion, las
soluciones para r y w pueden ser escritas como sigue:

Donde rr, = (x,-v, t)2+(x12 +x32)(1 -t y/c), p=nv,/ ¢
y la desigualdad ¢ > 7 han sido aplicadas en (12-13).

El caso mds general corresponde a n=n(w); para
ello se deben buscar soluciones numéricas del sistema
(12-13).

Con nuestro enfoque se estudian las propiedades
del campo em en metamateriales dispersivos; donde
Re(n) se convierte en negativo para cierto rango de
frecuencias. Ademas destaca que una comprension
mas profunda de los efectos de las ondas en el caso
dispersivo requiere de la formulacién explicita del
modelo del material dispersivo. En la literatura reciente
normalmente se aplican los modelos de Drude o Lorenz
(ver [13-14] y sus referencias). Puesto que nuestro
material contiene un ingrediente metal, tuvimos que
elegir el modelo Drude. Consideramos un medio
que se caracteriza por la permitividad eléctrica e(w)
y la permeabilidad magnética u(w), ambas funciones
complejas de la frecuencia w y que satisfacen:

(14)
(15)

Para tales e(w) y u(w), el indice refractivo complejo
de un metamaterial puede ser escrito como sigue [13]:

(16)

Nuestra estrategia para obtener las soluciones
numéricas a las ecuaciones mostradas en ésta seccién
es la siguiente:

Primero resolvemos numéricamente el sistema
no lineal (10-11). Para ello aplicamos el método de
Newton Raphson. Como valor inicial usamos las
soluciones para el caso sin dispersién (cuadro 1), que
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en general permite la convergencia mas rapida. Una
vez que se tienen las soluciones iniciales, se llama a la
funcion de biblioteca de Matlab que resuelve sistemas
no lineales; asi, con las raices del sistema vy el resto
de los parametros recuperamos los valores del campo
E y H con las aproximaciones (5-7). Para mostrar la
secuencia de los calculos anteriores, hemos realizado,
de forma resumida, los diagramas de flujo de los
cuadros 1y 2.

Cuadro 1. Diagrama de flujo de la funcién SolvSystemDispLess
que obtiene la solucién al sistema sin dispersién (12-13), para
un indice refractivo n=1.2, y calcula ademas el nimero de
onda k, la velocidad de grupo v, y la fase §

4 RESULTADOS

Consideramos un material homogéneo e isotrépico
con estructura fishnet [15] y en nuestra simulacién
numérica usamos variables adimensionales, donde
para la normalizacién se aplica la velocidad de la luz
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Cuadro 2. Esquema de flujo principal que muestra la secuencia
que se lleva a cabo para encontrar las soluciones numéricas
de las ecuaciones (5-8)

en el vacio ¢ y la longitud de onda de plasma / =c/
O, Para metales, tales como aluminio, cobre, oro
y plata, la densidad de los electrones libres es del
orden 10%cm” y el valor tipico es w = 210" s'. Con
tal normalizacion, la frecuencia de plasma del metal
en el modelo Drude se convierte en =5y o, =7.
Los campos eléctrico y magnético son normalizados
con la escala eléctrica E, = ¢/ ¢, y la escala magnética
H,=(c/u,)"71.

A continuacién mostramos los resultados obtenidos.
Las figuras 1 y 2 exponen la distribucién del campo
espacial del componente H_para distintas velocidades
de una particula en un tiempo ¢=2. En la figura 1 se
muestra la distribucion del campo em a través de un
material no dispersivo. La figura 1 (a-c) corresponde
a las velocidades v,=0.65,0.75,0.8 < 0.833=v_. Ahi se
observa una considerable disminucién en la amplitud
del campo. Sin embargo, al superar la velocidad critica
v,=0.8333 del material (figura 1), obtenemos el cono de
la radiacién de Cherenkov convencional, con n=1.2.

Una vez que se ha validado el algoritmo com-
putacional que modela el campo em de una fuente en
movimiento en un medio libre de dispersion, aplicamos
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Figura 1. Distribucién del campo espacial para la componente
Hz en un material sin dispersién, donde n=1.2. (a) v,=0.65. (b)
v,=0.75. (c) v,=0.8. (d) v,=0.93>0.833=v_. Cono de la radiacién
de Cherenkov.

las ecuaciones del método de fase estacionaria para
calcular el campo em en un metamaterial dispersivo.
Los resultados se muestran en la figura 2. En este
caso surge una situacion muy interesante: para las
velocidades v,=0.65,0.75,0.8, el cono de la radiacion
de Cherenkov se manifiesta en doble ramificacion,
donde el cono interno de la distribucién espacial del
campo corresponde a un indice refractivo negativo
y las ramas externas surgen en un indice refractivo
positivo. Al aumentar la velocidad en v,=0.93 (figura
2), se aprecia el cono de la radiacion de Cherenkov de
forma muy similar al caso sin dispersion.

Figura 2. Distribucién del campo espacial para la componente
Hz en un material dispersivo, donde y=n(w). (a) v,=0.65,
n=-1.26 y n=1.16, respectivamente para las ramas interna y
externas. (b) v,=0.75, n=-1.15 y n=1.19. (c) v,=0.8, n=-1.67 y
n=1.2. (d) v,=0.93. Cono de la radiacién de Cherenkov.

CONCLUSIONES

En este trabajo aplicamos el método de fase es-
tacionaria para problemas de radiacion de ondas por
una fuente en un medio dispersivo y con pérdida; en
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particular, estudiamos el efecto de Cherenkov en zona
lejana. Acoplamos las ecuaciones correspondientes al
modelo analitico en un cédigo computacional con un
enfoque orientado a objetos. En nuestras simulaciones
aplicamos el modelo de Drude, donde, para ciertas
frecuencias se puede obtener un indice refractivo
negativo. Hemos observado que una fuente a través de
un metamaterial registra una doble ramificacion del cono
de Cherenkov, donde el indice refractivo se convierte
en negativo y positivo para las ramas interna y externa,
respectivamente.
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