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Resumen

El objeto de estudio de esta tesis fueron los modelos matematicos que
describen la dindmica de los bioreactores: celdas de combustible microbianas
(MFC, por sus siglas en ingles) y celdas de electrélisis microbianas (MEC,
por sus siglas en ingles).

En el capitulo uno damos una introduccion a las MFCs y MECs dando
una descripcién de las partes mas importantes que componen este tipo de
bioreactores, el porque la importancia de su estudio y que herramientas ma-
tematicas son usadas para revisar su rendimiento.

En el capitulo dos se hizo un resumen de los modelos matematicos de
las MFCs y MECs hechos hasta ahora, describiendo que parte de la celda es
modelada por la ecuacion y que estudio se puede realizar apartir del modelo.

En el capitulo tres se aplicé un andlisis matematico, niimerico, sensibili-
dad y teoria de control a un modelo exclusivo para MECs que fue descrito
en el capitulo dos y se compararon los resultados obtenidos con articulos que
trabajaron este modelo con anterioridad.

En el capitulo cuatro se aplicé un andlisis matematico, niimerico, sensibi-
lidad y teoria de control a un modelo exclusivo para MFCs que fue descrito
en el capitulo dos, se comparan dos modelos exclusivos para MFCs que fue-
ron descritos en el capitulo dos y los resultados obtenidos con articulos que
trabajaron estos modelos con anterioridad.

En el capitulo cinco se presentaron los pasos para hacer las simulaciones
de un modelo descrito en el capitulo 2, este modelo es aplicable tanto para
MFC que para MEC, como el modelo presentaba ecuaciones parciales de
segundo orden la solucion numérica fue realizada con diferencias finitas y se
siguio la metodologia descrita en [18]
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo damos una introduccion al objeto de estudio de la tesis,
las celdas de combustible y electrdlisis microbianas (MFCs y MECs por sus
siglas en ingles) comentamos la importancia que estas toman en el avanze
de energia renovable, describiendo su funcionamiento, cada una de las partes
que componen a la celda y como se analiza el redimiento de las celdas.

1.1. Importancia de los bioreactores electro-
quimicos

Las necesidades energéticas van en aumento y cada ves es mas dificil
cubrir la requerida para personas, empresas, etc., lo que nos ha obligado a
buscar otras fuentes de energia baratas, renovables y que ademds sean res-
petuosos con el medio ambiente al momento de ser producidas.
Actualmente, los combustibles fésiles més utilizados son el carbén, petroleo y
gas natural. La produccion de estos combustibles provocan la contaminaciéon
de la tierra y la emisién de grandes cantidades de productos quimicos nocivos
como el diéxido de carbono, didxido de azufre hacia la atmédsfera lo que al
final de cuentas dana gravemente a la tierra.

Otra desventaja de los combustibles fésiles es que estos no son renovables, y
su vida 1util es limitada. Algunos pronésticos nos indican que las reservas de
petréleo se agotaran en las préoximas decadas, y que la unica alternativa de
energia que estard a nuestra disposicion sera la energia renovable. Los bio-
reactores electroquimicos (BREs) pueden ser una de estas fuentes de energia
renovable. Estos dispositivos utilizan microorganismos como catalizadores
para una reaccion electroquimica esto es que los BREs convierten la mate-
ria organica en electricidad usando microorganismos utilizando un aceptor
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final de electrones dependiendo del tipo de compuesto quimico. Los BREs
se pueden utilizar para diferentes propositos ya sea compuestos utiles tales
como hidrégeno, metano, etanol etc., pero su funcién principal es producir
electricidad. La mayor ventaja de los BREs es su capacidad para llevar a
cabo una variedad de procesos simultdneamente un ejemplo de esto es que se
puede producir electricidad al mismo momento que se produce gas metano.
Los BREs pueden utilizar las aguas residuales y otros residuos como sustrato
(alimento de las bacterias) para el crecimiento microbiano, esta tecnologia
nos permite combinar los desechos organicos con la produccién de energia
renovable y otros tipos de compuestos quimicos que nos son muy ttiles, esto
cumple con todas las exigencias en la busqueda de nuevas fuentes de eneria
y del desarrollo sustentable (Figura 1.1).

Los tipos de BREs mas comunes son las (MFCs) y (MECs), estos dos tipos
de celdas seran analizados en esta tesis desde un punto de vista matematico
usando modelos que describan su dindmica por ello haremos una descripcion
de este tipo de BREs en la siguiente seccién.

Figura 1.1: Aplicacién de las BREs [32]

1.2. Descripcion de las MFCs y MECs

Las MFCs y MECs son dispositivos que convierten energia quimica en
energia eléctrica por la accién biocatalitica de microorganismos los cuales
consumen sustratos biodegradables tales como glucosa, acetatos o materia
orgdanica, estos compuestos pueden ser encontrados en las aguas residuales.
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Las MFCs y MECs por lo general consisten de dos camaras, la caAmara catodi-
ca en donde se genera H>Oy la camara anddica donde crece la poblacion de
microorganismos y se producen electrones, estas dos cdmaras se encuentran
separadas por una membrana la cual solo filtra protones y moleculas de hi-
drogeno.

Los electrones generados en la cdmara anddica son transferidos desde el elec-
trodo negativo, el anodo hacia el electrodo positivo, el catodo atraves de un
circuito eléctrico. Esta transferencia puede ocurrir de dos maneras, a través
de proteinas conductoras de la membrana celular o bien a través de mediado-
res. Los mediadores (también conocidos como lanzadores de electrones) son
sustancias con propiedades redox que actiian como intermediarios entre la
membrana celular y el anodo. Pueden ser anadidos externamente o bien ser
excretados como resultado del propio metabolismo microbiano. Cabe men-
cionar que los mediadores juegan un papel importante en el modelado de las
celdas.

Las MFCs y MECs hacen posible por tanto la producciéon de una energia
renovable mediante la explotacion de la biomasa contenida en las aguas resi-
duales doméstica e industriales a la vez que se consigue la depuracién de las
mismas, este es uno de los motivos por el cual es importante su investigacion.
El rendimiento de las MFCs y MECs deben evaluarse tanto desde el punto
de vista de la produccion de energia como de la depuracion simultanea de
las aguas residuales empleadas. Para ello se llevan a cabo medidas periédicas
de voltaje y de demanda bioquimica de oxigeno DQO. A partir del voltaje
se puede determinar la intensidad de corriente, la potencia y la eficiencia
coulémbica de las celdas, mas adelante daremos las ecuaciones que son usa-
das para tomar estos valores.

La diferencia entre las MFCs y MECs consiste en que la produccion de
hidrégeno atraves de una MFC no es termodinamicamente posible, asi que
excluyendo el oxidante (oxigeno) en el catodo y usando un soporte de energia
en el circuito construimos una MEC, es decir que con una MEC es posible
convertir protones que son producidos espontaneamente a hidrégeno como
una energia eléctrica que va del cdtodo a la superficie [18] mientras que con
una MFC no es posible este procedimiento.

1.3. Partes basicas de las MFCs y MECs

En las siguientes subsecciones procederemos a describir las partes bésicas
que componen a las MFCs y MECs, las cuales son la camara anodica, la
camara catodica, la membrana y la biopelicula ver Figura 1.2.
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Figura 1.2: Ejemplo de una MFC [31]

1.3.1. Camara anddica

En la camara anddica, se produce la reaccién de oxidacién del combus-
tible, generando electrones y protones. Los protones formados se difunden
hacia el catodo a través de la membrana, mientras que los electrones siguen
un circuito externo, como su nombre lo sugiere la camara anddica contiene
al anodo este electrodo es una de las parte fundamentales de esta camara ya
que es la via por donde los electrones generados son tranferidos a la camara
catédica y se debe de terner cuidado en su fabricacion y adaptacién a la
celda.

Los materiales del &nodo deben cumplir los requisitos para una mayor produc-
cién de energia eléctrica (ser quimicamente estable, tener una gran superficie
y alta porosidad, no ser sensibles a las impurezas y ser biocompatible). Una
caracteristica adicional es el hecho de que se requiere una alta conductividad
junto con la resistencia a la corrosion. Por lo tanto, hace que sea imposible
utilizar muchos metales como los materiales de construccion del electrodo.
La estructura de la superficie no debe poner en peligro la capacidad de las
bacterias para la transferencia de electrones y el mecanismo de transporte
de electrones(contacto directo, nanocables y mediadores). Lo que es mds, un
material de anodo perfecto debe ser barato y facil de fabricar. La busqueda
de un material que cumple con todos estos requisitos esta todavia en curso.
Actualmente, el material mas usado conmunmente para este propdsito es el
carbono en forma de papel, telas, fibras, mallas y la reticulada de carbono
vitreo, este tltimo es el mas prometedor debido a su muy alta conductividad.
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1.3.2. Camara catodica

En la camara catddica se lleva acabo la reaccion de reducciéon del oxigeno

dado por una combinacién entre el oxigeno y los electrones y protones pro-
ducidos en la camara anddica, como su nombre lo sugiere la camara catédica
contiene al catodo este electrodo es una de las parte fundamentales de esta
camara ya que es la via por donde los electrones generados por la camara
anddica son recibidos a la cdmara catédica y se debe de tener cuidado en
su fabricacion y adaptacion a la celda para tener una mayor eficiencia de la
celda.
Los catodos estan hechos de materiales similares a los de los dnodos. Ademés
los catodos contienen un catalizador para mejorar el proceso de reduccién.
El catalizador que arroja los mejores resultados es el platino ya que reduce
las pérdidas de energia y aumenta el ritmo de reduccion del oxigeno. Sin
embargo el platino es muy costoso este motivo es por el cual se descarta
este material en muchas ocasiones. El material de catodo para la reduccién
de oxigeno puede ser también carbon activado este material tiene una tasa
de reduccién de oxigeno méas baja en comparacion con la del platino, pero
tiene un area de superficie mucho mas grande y por tanto se puede dar una
combinacion con una esponja de metal, que sirve como colector de corriente.
Por tal motivo es muy comun usar un catodo hecho de carbon activado.

1.3.3. Membrana

Las membranas son los separadores de la camara anddica y la cama-

ra catodica de mayor uso en biorreactores electroquimicos. Como se senald
anteriormente, un tipico reactor BRE se compone de dos compartimentos
separados por una membrana de intercambio selectiva de protones. Como en
la cdmara anddica, hay descomposicion de la materia organica por bacterias
anaerobias y con la liberacion de diéxido de carbono, protones y electrones la
membrana tiene la tarea de pasar sélo los protones y ningtin otro componen-
te. Una membrana de intercambio de protones que funciona correctamente no
es permeable a el sustrato de crecimiento del oxigeno o de electrones entre las
dos camaras. Tales membranas también deben ser resistentes a la biopelicula
(se definira en la siguiente subseccion).
Las membranas mas usadas en los BREs son las que estan fabricadas con Na-
fion, estas son sintetizadas por copolimerizacion del tetrafluoretileno y éter
vinilo perfluorado. El copolimero obtenido es laminado enforma de pelicula
de varias decenas de um de espesor. Las membranas de la familia de Na-
fion presentan una alta conductividad protonica y estabilidad electroquimica,
térmica y mecanica importante.
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1.3.4. Alimentacién de bacterias y Biopelicula

Durante el proceso de alimentacion, se preparan las soluciones de sustrato

(glucosa, acetato, etc) con las cuales se alimentaran a los microorganismos
de las MFCs y MECs de manera constante, una vez que los microorganismos
crecen estos se unen y forman ecosistemas a las que llamamos biopeliculas
las cuales son de vital importancia para realizar los procesos descritos ante-
riormente en la camara anddica y catddica.
Este ecosistema definido como biopelicula se desarrolla en la caAmara anddi-
ca y se concentra principalmente en el anodo, su tiempo de formacion es
inestable y se debe de tener cuidado en la alimentacién ya que si se provee
demasiado o poco alimento los microorganismos pueden morir, ademés se
recomienda que su monitoreo debe sea constante. Ver Figura 1.3.

Eappfr'ed
CH,, CO, OrRg  H,

Electricigenic | v/
Bacteria

Anode Cathode

Figura 1.3: Partes de las MFCs y MECs [9]

1.4. Determinacion del rendimiento de las MFCs
y MECs

El rendimiento de las MFCs y MECs debe evaluarse tanto desde el punto
de vista de la produccion de energia como de la depuracién simultanea de
las aguas residuales empleadas. Para ello se llevan a cabo medidas periddicas
de voltaje (V) y de demanda bioquimica de oxigeno (DQO). A partir del
voltaje se puede determinar la intensidad de corriente eléctrica, la potencia
y la eficiencia coulémbica de las celdas.
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La intensidad de corriente puede ser calculada por la ley de Ohm, I = V/R
y la potencia eléctrica como, P = IV. La eficiencia coulémbica (EC), se defi-
ne como la relacién entre el nimero de coulombios realmente transferidos al
anodo desde el sustrato y el niimero maximo posible de coulombios transfe-
ridos si todo el sustrato fuera capaz de producir corriente. Entonces la EC se
determina integrando la corriente con respecto al tiempo, con el fin de poder
obtener la eficiencia de una MFC y MEC alimentada en modo por lotes, Cb,
evaluada durante un periodo de tiempo tb, esto puede ser expresado por la
siguiente ecuacion

M [ I(t)dt

E p—
C=FADGO bV,

(100). (1.1)

Donde M es la masa molecular , I(t) es la intensidad de corriente (A = C/t),
R es la resistencia €2, F' es la constante de Faraday, ADQO es la variacion
de DQO durante el tiempo transcurrido tb (DQO;piciar — DQOy, ), b son los
moles de electrones producidos y V, es el volumén de liquido en la camara
anddica. La integral del numerador, que equivale a la carga acumulada, se
calcula por el método de los trapecios.



Capitulo 2

Descripcion y contribuciéon de

los modelos matematicos de las
MFCs y MECs

En el capitulo anterior se presento un resumen del objeto de estudio en
esta tesis, en este capitulo damos un resumen de los modelos matematicos
desarrollados para el estudio de las MFCs y MECs, mencionaremos que re-
presenta cada ecuacion, su desarrollo y que se pueda estudiar con ella.

El modelado matematico es una herramienta poderosa para el estudio
de la profundizacion y optimizacién del funcionamiento de una MFC y una
MEC. Un modelo esta basicamente dirigido a describir el rendimiento de
la MFC y MEC basada en ciertas leyes y ecuaciones. La complejidad de
cualquier modelo depende de diferentes factores, como la dimension seleccio-
nada, las suposiciones hechas y el nivel de detalle utilizado en la descripcion
de los procesos involucrados. Los fenomenos que tienen lugar en una MFC y
MEC son muy complejos ya que muchos procesos biolégicos, fisicos, quimi-
cos y electrogimicos estan involucrados al mismo tiempo. Estudios de los
fenémenos que tienen lugar en la MFC y MEC cubren una amplia gama de
procesos, desde el transporte de masa a través de la celda, las fases de la
materia considerada y las condiciones de contorno, para el crecimiento mi-
crobiano, la cinética de la reaccion del anodo y catodo y el comportamiento
electroquimico del sistema. Una vez que se ha realizado un modelo se califica
su efectividad por su capacidad predictiva y el equilibrio entre el tiempo de
calculo necesario y la precision de los resultados [2].
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2.1. Modelos matematicos de las MFCs

Los modelos en la literatura de las MFCs se han clasificado en dos grupos
principales segun el enfoque seguido por los autores en cada caso [2], ver
Figura 2.1 :

a) Los modelos globales, cuyo objetivo es estudiar el comportamiento glo-
bal de las MFCs desde un punto de vista integral.

b) Los modelos especificos para el estudio de los componentes clave, pro-
cesos o variables en las MFCs.

Modelos MFCs ]

Modelos basados en Modelos basados en
el anodo el anodo y catodo
- Zeng et al. 2010 [14]
Marcus et al. 2007 [4] Zhang y Halme et al. 1995(3] Picioreanu et al. 2007 (5]

Oliveira et al. 2013 [15)

Pinto et al. 2012 (8] Sirinutsomboon et al.2014 [16]

Merkey y Chopp et al. 2012 [11]
Sedaqatvand et al. 2013 12]
Jayasinghe et al. 2014 13]

Picioreanu et al. 2008 (6]
Picioreanu et al. 2010 [8]

Figura 2.1: Autores de los modelos en la literatura MFCs
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La mayoria de los modelos matematicos en la literatura caen en el primer
grupo y puede subdividirse en funcién del factor limitante del sistema consi-
derado. Varios de los modelos mas recientes de las MFCs se basan en trabajos
anteriores o son una extensién de ellos.

2.1.1. Modelos basados en el anodo de las MFCs

En esta seccién se mencionan los modelos que solo cuenta al &nodo como el
factor limitante de las MFCs, estos modelos tienen sus principios en la teoria
de que todos los protones y los electrones generados en el anodo se consumen
en la reacciéon de reduccién de oxigeno en el catodo. Segun esta suposicion, la
salida de energia de una MFC depende totalmente de la actividad del dnodo.
El primer modelo en la literatura pertenece a Zhang y Halme et al. (1995)
[3] , un modelo unidimensional basado en una configuracién de doble cdmara
extendido a tres catodos en paralelo y tres respectivos separadores que operan
en modo por lotes. La fuente de materia organica consta de sedimento marino
fermentado con una solucién tapada en ambas camaras. Por simplicidad,
se hacen varias suposiciones (las cuales también son muy comunes en los
modelos posteriores).

Las principales ecuaciones utilizadas en el modelo son:

a) Balance de masa para el consumo del sustrato.

dS
— =uX 2.1
il (2.1)
donde
S
= gy ——— 2.2
H= Hmaa's e 22)

En 2.1 se describe el consumo de la concentraciéon de sustrato S con
respecto al tiempo, tomamos la hipdtesis de que todas las bacterias
consumen la misma cantidad de sustrato p entonces al multiplicar por
todas las bacterias que hay en el reactor X obtenemos el modelo 2.1,
podemos expresar a i en funcién del sustrato usando la ecuacién de

monod 2.2.
La reaccién quimica del mediador en el anodo.
dM,. SX
y7 d — klm — (k‘z(CH) + kd)(M'r'ed) + k’4(OHN2) (23)

En 2.3 se describe la concentracion de mediador reducido que existe en
el reactor con respecto al tiempo, el modelo consiste en usar las con-
centraciones de mediador producidas por las bacterias y naftoquinona,
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y la cantidad de mediador reducido que se pierde en la produccién de
hidrégeno, entonces tenemos que la cantidad de bacterias por la velo-
cidad de reaccién de manera similar a 2.1 obtenemos mediador (primer
término de la ecuacién) menos la concentraciéon de mediador produ-
cido por el hidrégeno y la constante de disoaccién (segundo término
de la ecuacién) y agregamos la cantidad de mediador producido por la
naftoquinona del reactor.

d(Ch)
dt

= —ko(Cy)(Myeq) + (k3 + k2)(Crn,) (2.4)

Para hacer mas complejo el sistema se agrega 2.4 para modelar la con-
centracién de hidrogeno que existe en el reactor con respecto al tiempo,
usamos la concentracién de hidrégeno que se consume en el reactor mas
la concentraciéon que se gana cuando se convierte la naftoquinona en
hidrégeno.

b) La ecuacién para el cdlculo de la corriente producida en la celda usan-
do la ley de Faraday al multiplicar los moles y la concentracion de
naftoquinona de la celda.

c¢) El comportamiento electroquimico modelado por la ecuacién de Nernst
adaptado a la reaccion del reactor usando las concentraciones de hidrégeno
y naftoquinona.

o, (RT) Cun,
E=F"+ o¥a log C (2.6)

Donde S es la cantidad de sustrato (mg), X la cantidad de bacterias
(mg/L). 1t fmaz, k1, k2, k3, v k4 son las constantes de tasas de reaccién
(mMol/gd), (1/mMd), (1/d). Ky y kg constante de limitacién del sustrato
y disoacciéon (mM) y (1/d) respectivamente. M, .4 es el intermediario reduci-
do (mM). Cy y Cyn, son las concentraciones de hidrégeno y naftoquinona
cuando estan reducidos (mM). Iy e es la corriente eléctrica dela celda (mA),
n el nimero de moles, f la constante de Faraday, Cy+ es una suma de me-
diador oxidado y reducido. E es el electrodo potencial de la celda (mV'), E*
es el potencial constante aplicada a la celda (mV'), R es la constante de los
gases, T' es la temperatura (°C') y t es el tiempo en dias (d).

Con el sistema de ecuaciones 2.1, 2.3, 2.4 se nota que la primera ecuacién
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no esta acoplada a las otras dos ecuaciones ademas al resolver esta ecuacién
tenemos como solucion la ecuacion implicita

(S — S())X + kSIn SS = k’lkt

0

Al resolver el sistema de ecuaciones 2.1, 2.3, 2.4 y tomando la solucién C'y
podemos optimizar la corriente, el voltaje y la potencia usando las ecuaciones
2.5 y 2.6. Este primer modelo para MFC puede ser considerado como un
punto de inicio en el modelado de las MFCs, pero el nimero de variables y
procesos cubiertos estan limitados y el enfoque es muy simple en comparacion
con modelos que fueron realizados posteriormente.

Doce anos despues Picioreanu et al. 2007 [5] presenta en su modelo un enfoque
mucho méas complejo que incluia simulaciones de dos y tres dimensiones. Su
modelo se centré en la actividad microbiana del anodo para comprender
el rendimiento de la MFC usando mediador. Un ano despues, en una etapa
adicional, Picioreanu et al. 2008 [6] completando este modelo con la digestién
anaerobica. De esta manera, la competencia entre las bacterias metanogénicas
y electrogénicas fue incluido en su modelo.

En comparacion con el modelo anterior, este modelo estudia el rendimiento
biolégico de la celda de una manera mas profunda y completa, y amplia los
fenémenos que pueden suceder en las MFCs.

El modelo se compone principalmente de un sub-modelo electroquimico y un
sub-modelo de crecimiento de biopeliculas.

dS 1
- D (Sm,B — SB) +rsp+ = (/ T’S,de + / TS,EdA) (2.7)
dt V VR AF

Podemos expresar al coeficiente de difusion D en terminos de F;, y V'

Fin
%

A diferencia de 2.1 la ecuacién 2.7 hace diferencia de cada componente so-
luble que entra al reactor, ademas que en este modelo del sustrato se suman
términos con integral los cuales son para determinar el volumen de sustrato
en la biopelicula y el eléctrodo respectivamente en el reactor, con la condicion
inicial Sp(0) = Sp.

Ar

dX Fj, A
% = 7 (Xz — X) + rx + TdetVF — Tatav (29)

La ecuacién 2.9 modela el formamiento de la biopelicula con respecto al tiem-
po tomando en cuenta el flujo de alimento por las bacterias de la biopelicula

D=

(2.8)
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sumando la tasa de reaccion de las bacterias y por ultimo agregando la canti-
dad de bacterias nuevas al reaccionar con el sustrato y quitando las bacterias
que se desprenden de la biopelicula usando la condicién inicial X (0) = Xj.
Donde Sp y Sin,p €s un componente soluble y el componente soluble que
entra por cada lavado respectivamente (mg), Fy, es el tiempo de lavado de
la celda (L/d), V' y vp son el volumen en metros de la cimara anddica y de
la biopelicula respectivamente (M?), D es el coeficiente de Difusién (M?/d),
rs.B, T's,r Y T's,r son las tasas de reaccién neta del componente, de la bipelicu-
la y del electrodo respectivamente (N/M?d), Ay A son el drea del 4nodo y
drea de la biopelicula respectivamente (M?), X, es la cantidad de bacterias
que entran por cada lavado (mg/L). rx, T'get, Tata SON las tasa de reaccién de
las bacterias, acoplamiento y separacién o (N/M?3d).

La informaciéon que puede brindar la ecuaciéon 2.7 es muy util ya que puede
decirnos la minima concentracién de sustrato requerido para que los micro-
organismos sobrevivan y asi ahorrar este recurso, una manera de hacer esto
definir la funcién J = min Sy con restricciones X e I. En cambio la ecuacién
2.9 es capaz de darnos la cantidad de biomasa que se encuentra en la camara
anddica y qué porcentaje de ella se encuentra en la biopelicula.

Para la parte de produccién eléctrica el modelo de Picioreanu considera un
submodelo electroquimico que se basa en el modelo de Butler-Volmer para
calcular la densidad de corriente cuando se da la oxidacién electroquimica
del mediador, teniendo en cuenta la concentracion de las especies implicadas
en la superficie del electrodo

= oo (U525 1)) ey (a5 - ). 210

Donde 7 y 7o es la densidad de corriente y la densidad de corriente de inter-
cambio respectivamente (mA/v). a es el coeficiente de carga transferida, E.,
equilibrio del potencial (mV).

La salida del voltaje (mV') se obtiene al equilibrar el potencial de equilibrio
celular con pérdidas de voltaje y la combinacion de ellos por medio de la ley
de Ohm.

chell = (EC - 770,act> - (EA + 7]A,act) - [MFCRint (211)

Mox
Nact = VC — IMFC(Rint + Rext) — (Eg/[ — OO59pH + 0.0295 log <M >)

red

(2.12)

Donde V¢ es el voltaje de la celda (mV), Ec y E4 son los potenciales de
equilibrio del cdtodo y dnodo respectivamente (mV'), Ncaet ¥ NAact SO €l
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sobrepotencial activo del cdtodo y dnodo respectivamente (mV'). Rey ¥ Rint
son las resistencias externa e interna del sistema respectivamente(mS), EY,
es la reaccién inicial del mediador.

El sub-modelo de la biopelicula incluye la cinética de la reaccién de oxida-
cién del sustrato (ecuacién de Monod), el crecimiento de biopeliculas y los
respectivos balances de masa en las fases de estado considerados para liquido
y una biopelicula mayor, que estd dominada por la difusién molecular.

dSp d dSp d dSr d dSr
— =—|(D— —(D— — | D— 2.13
dt dw( a:)+dy( y)+dz( 2)4-7“5,17 (2.13)

Donde Sg(z,vy, z) es la concentracién de gradiente espacial del sustrato (mM),
x, Yy, z son los componentes de Sr. La ecuacion 2.13 brinda la informacion
del tiempo minimo necesitado para que la biopelicula cubra completamente
la superficie del anodo, usando como funcién objetivo la minimizacién del
tiempo para la formacién de la biopelicula, también se debe de analizar la
estabilidad del sistema formado por las ecuaciones 2.7, 2.9 y 2.13 posterior-
mente, optimizar la produccién de corriente usando la ecuacion de corriente
del modelo presentado por Picioreanu.

Marcus et al. 2007 [4] propuso un modelo unidimensional y dindmico basado
en la conducciéon. En este caso, los electrones se transfieren directamente a
partir de sustrato de la camara del anodo a través de la biopelicula por ac-
cién microorganica. El modelo describe la transferencia de electrones basado
tanto en la oxidacién del donador de electrones y la respiracién endogena.
La biopelicula, que crece sobre la superficie del anodo, se supone que tiene
una zona conductora y una zona inactiva. por tanto la base del modelo se
construye con:

a) La tasa de produccion de electrones, que se relaciona con la velocidad de
degradacion del sustrato a través de una combinacién de las ecuaciones
de Monod y Nernst.

X ( 5 ) 1
dED = Qmaz,ED\a
! Ks+ S F
s+ 1+ exp(———(Eanodo — Ei,))

RT
(2.14)

Donde

Eanodo = Eg - n_ log (_a> (215)
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RT SO
Ey, = E% — —log ( o ) (2.16)

Donde Egn040 y EY es el potencial del aceptor de electrones (AE) y el
potencial de reduccién estandar para el anédico AE respectivamente
(mV), S, y S? es la concentraciéon de AE y la concentracién inicial
de AE respectivamente (mmol/cm?), X, biomasa activa de las bacte-
rias electrogénicas, ¢gp Y ¢mas,ep consumo de AE y maximo consumo
de AE respectivamente (mmol/mgd), kg, tasa media de concentracién
mdxima de AE (mmol/cm?), Ey, es el potencial del aceptor anédico
para la tasa media.

Los balances de masa que abarcan los fenémenos de difusion de la zona
activa del sustrato usando una ecuacién parcial de segundo orden.

0%S
DED@ — @uqrp =0 (2-17)

Notemos que la cantidad de biomasa activa mas la cantidad de biomasa
inactiva es el total de biomasa

X, + X; = X. (2.18)

Marcus et al. adiciona su modelo con la velocidad advectiva, esto para
tener aproximaciones apropiadas para ji, y f;

0pa  Ovgq
ot + Bl qg — Tres — Tina Ha,
dg;  Ovg;  Xpa
E + G = Xf,i Tina = M (219)
oL
a—tf = U(t, Lf) — bdeth
Donde
Tina = bina¢a (220)

!

v = U(t’ z’) = /(;Z (,Ua + Ni) (2.21)

Donde Dgp es la constante de difusion para el donador de electrones
(DE) en la biopelicula, X; biomasa inactiva e las bacterias electrogéni-
cas, ¢, y ¢; es la densidad de la biomasa activa e inactiva respecti-
vamente mg/cm?, L; es el grosor de la biopelicula, v = v(t,2) es la
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velocidad advectiva en el punto 2z’ (M/d), bge es la tasa de primer
orden de la pérdida de biomasa (1/d), Y; es el rendimiento verdadero
(mg/mmolDE), iy, es la tasa de inactivacion de biomasa activa (1/d),
bina €s el coeficiente de primer orden de inactivacion (1/d), p, v pi es
el crecimiento neto de biomasa activa e inactiva respectivamente.

c¢) Se usa como base la ley de Ohm y la transferencia de electrones para
calcular la densidad de corriente.

di F F
O e uqen + —2 f GuTren = 0 (2.22)
dz T T
Donde
1
Tres = bres¢a Ia (223)
1 ——(F - F
+61’p( RT( anodo kA))

Donde 7,5 es tasa especifica de la respiracion endégena (1/d), byes es
el coeficiente de decadencia para la biomasa activa (1/d), 71 y 72 es
la equivalencia de electrones de DE y la equivalencia de electrones de
la biomasa respectivamente (mmole/mmolED), T es la conversién de
tiempo (86400s/d), fe® Fraccién de electrones de DE usados para la
generacion de energia para soportar la sintesis.

d) Un resultado importante en el modelo de Marcus es que nos expresa el
sustrato y potencial minimo local para mantener la biopelicula estable,
esto es muy ttil ya que ahorra recursos.

bina + bdet
8 (Y:]maz - bT@S) - (bina _|_ bdet) ( )
RT . bina + bdet )
! F ((Y;Imaz - bres) - (bz’na + bdet) ( )

Donde S, es el sustrato minimo para mantener la biopelicula (mnmol /cm?
7
Nmin €S €l potencial minimo requerido para mantener la biopelicula

(mV).

Los valores iniciales de las ecuaciones 2.17 y 2.22 se pueden encontrar en
Marcus et al. [4].
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Con este modelo, la biopelicula se puede caracterizar como un conductor
biolégico, que se define como un parametro ky;,
dn :

kbw% =—1 (2.26)
cuyo valor maximo es estimado. El hallazgo principal es que la conductividad
de la biopelicula es uno de los principales factores limitantes del sistema. El
modelo de Marcus et al. [4] se puede considerar de gran interés por su con-
tribucion a la comprension del mecanismo de transferencia de electrones, ya
que este factor esta directamente relacionado con la produccion de energia.
Permite su valor para ser analizada en funciéon de parametros tales como la
concentracion del sustrato, los valores de potenciales locales, conductividad
de la biopelicula y el gradiente de concentracion de las especies involucradas
en el proceso.
Las conclusiones mas interesantes estan relacionados con los efectos de la do-
ble limitacién planteada por el espesor de la biopelicula y la biomasa inerte.
A partir de este trabajo se puede maximizar la conductividad de la biopelicu-
la y tratar de que la masa activa sea la mayor posible para tener una mayor
accion metabdlica de la biopelicula usando el sistema de ecuaciones 2.19, lue-
go como ya se tiene la funcién objetivo de minimizar el sustrato para tener
el sustrato minimo para mantener el sistema estable, solo queda maximizar
la densidad de corriente usando la ecuacién 2.22 haciendo previamente un
analisis del sistema 2.19. Este analisis si necesita varios conceptos matemati-
cos complejos. Comparando los dos modelos anteriores Marcus et. al. [4] no
tienen en cuenta el valor de pH a través de la biopelicula como Picioreanu
et al. [7] lo hace, por lo que su modelo es incompleto con respecto a este
concepto, y, como se ha explicado anteriormente, el pH puede desempenar
un papel critico en el rendimiento de las celdas. Ademas, Picioreanu et al.
[7] realiza un andlisis multidimensional mds complejo de algunas variables
operativas que ayuden a entender mejor la tecnologia de las celdas.
Los siguientes autores Merkey y Chopp et al. (2012) [11] crearon un modelo
de dos dimensiones para explicar la relacién entre la potencia de salida y
algunos parametros de funcionamiento, especialmente sobre la geometria de
la celda.

d217
kbiow + ;&Rk =0 (2.27)

Donde Ry, es la k-ésima relacion cinética del movimiento hacia o en el &nodo,
&, es el coeficiente de produccién de electrones para las reacciones Ry. Las
condiciones iniciales de la ecuacién 2.27 se pueden encontrar en Merkey y
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Chopp et al. [11].

Basado en Marcus et al. [4], el modelo considera tres regiones en el dnodo
para ser modelado el liquido de granel, solido de granel, y el electrodo de la
biopelicula con conductividad definido por el pardmetro ky;,.

d?S  duS
Dz =~ ;%Rk = 0. (2.28)

Donde u es la velocidad de fluido de la biopelicula, Dg es la constante de
difusién del sustrato (cm?/d), i es el coeficiente de produccion de reaccién
de Ry, las condiciones iniciales de la ecuacion 2.28 se encuentran en Merkey
y Chopp et al. [11].

La inclusion del liquido de la biopelicula y sus interfaces anaden complejidad
al modelo. Ambas interfaces se ven afectadas por la tasa de crecimiento de
la biopelicula y la erosion del anodo causado por la difusion de biomasa a la
solucién liquida.

0 0 0 0
7= o 1) (G + 52 2w, (52 - 52) 229

Donde o es el esfuerzo cortante tangencial, pi5, es la viscocidad cinematica
del fluido, n, y n, son los componentes del vector normal de la interface,
u = (up,uz)T.

En el modelo se simula para averiguar el niimero 6ptimo de anodos en las
cerdas, la forma en que deben ser colocados en una cuadricula y como estos
dos aspectos afectan el crecimiento de biopeliculas y la produccién de energia
con el fin de optimizar este ultimo factor.

Sedaqatvand et al. (2013) [12] public6 una versién extendida de Marcus et
al. [4] combinando el modelo con un algoritmo genético para una MFC con
una sola cdmara. Con la integracion de este algoritmo, los autores trataron
de minimizar la diferencia entre los datos simulados y experimentales. Esta
fue su funcién objetivo

SSE =Y WiInodet — Leap)® (2.30)

i=1

Donde Io4e1 Y Ieap son la corriente simulada y experimental respectivamente
(mA).

Mediante el calculo de algunos parametros del modelo relacionados con la
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conductividad de la biopelicula o potencial de la celda fueron normalizados

S n
S —— *
kS 7 Ec
(2.31)
* <z * t
ya =

L, T ILjLy

Este algoritmo calcula el punto 6ptimo para una funciéon objetivo en una
generacion poblada creada aleatoriamente y evoluciona hacia mejores solu-
ciones mediante la busqueda de las nuevas generaciones sobre la base de
técnicas inspiradas en la evolucién natural, este algoritmo es muy complejo
y se trata de entender para desarrollar uno que posteriormente sera aplicado
en los componentes mas influyentes de las celdas .

El modelo desarrollado en Jayasinghe et al. (2014) [13] profundiza el enfoque
de la biopelicula descrita por Marcus et al. [4] donde las bacterias electro-
activas actuan como mediador electronico, esto se representa en la siguiente
ecuacion.

S 1
454 = 8Gmaz,ED (K ) (2.32)
s+ S F
1+ exp [ ﬁ(Eame (—0,345))

En Jayasinghe et al. [13] se combina un modelo metabdlico del escala genoma
basado en el analisis de flujo de equilibrio y una versién modificada del mo-
delo de la biopelicula de Marcus et al. [4]. El primero proporciona una base
matematica, estructurado para entender las rutas metabdlicas dentro de los
microorganismos. En este sentido, el modelo resultante presenta los efectos
de la heterogeneidad espacial sobre el metabolismo en competencia con el
modelo de Marcus et al. [4]. Ademds en Jayasinghe et al. [13] se considera
un nuevo tipo de zona de la biopelicula llamada ”zona de respiracién”de la
biopelicula ¢,. Por tanto, se modifican las ecuaciones del sistema 2.19 para
tener.

8U¢a_¢ o oy . 8v¢a_r -
2 = QPq ina conv — Ha 92 = Tconv = Hr
(2.33)
v,
Q. = Tina = i
0z K
Donde
Teconv = bconv¢a ¢a + Qbr —+ sz =1
(2.34)

ov

&Z#a—i_,ur_‘_,ui
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Donde z es la distancia de la base a la biopelicula (¢m), 7con, €s la tasa de con-
version de biomasa activa a biomasa respirante (1/d), beon, €s €l coeficiente de
biomasa activa convertida a biomasa respirante (1/d) las ecuaciones iniciales
de las ecuaciones diferenciales pueden encontrarse en Jayasinghe et al. [13].
Mientras que la biopelicula activa invierte la energia derivada de la oxidacién
del sustrato para su crecimiento, la zona de respiracion, esta a cargo de la
conservacién de energia en la superficie del anodo.

d*S
Dep.s 5 = XraPalen.osd = XfaPrdppres =0 (2.35)
di F F
- —X a®Pa ox —X a®Pr res — 0 2.36
-t fa®alED, at Fa®rqED, (2.36)

Donde ¢gp ozd ¥ @ED,res €5 la tasa tomada de DE en la oxidacién y la respi-
racién endégena respectivamente (mmol/cm3d).

El modelo abre nuevas posibilidades para estudios posteriores al proporcio-
nar una mejor comprension del mecanismo por el cual la biopelicula activa
(bacterias activas) se transforma en biomasa que respira y por tanto se puede
hacer un nuevo anélisis matematico y numérico para hacer nuevas simulacio-
nes y luego comparar estas simulaciones con las hechas por Marcus et al.
Pinto et al (2010) [9] publicé un modelo unidimensional para una sola camara
El modelo consideran la especie oxidada y reducida de las bacterias electroac-
tivas. El flujo de salida del anodo esta parcialmente recirculado a la entrada
de la camara de anodo, lo que mejora la agitacion. El modelo toma en cuenta
la metanogénesis y sus efectos adversos sobre el rendimiento de las MFCs y
MECs, el modelo esta compuesto por:

a) El balance de masa para el sustrato, considerando la competencia elec-
trogénica y metanogénica y la tasa de retencion de la biopelicula.

ds

o = T dele = dmTm + D(Sy — 5) (2.37)

donde

Qmax,eSMox o Qma:p,mS
(Ks,e + S)<KM + Mox) m = KS,m + S

Ge = (2.38)

b) El balance de masa intracelular de las bacterias oxidadas y reducidas
que se encargan del transporte de los electrones.

dM,, _ Humrc

Moa:Moa: Mre> e -
total T Mred: te g =

— Yuqex, (2.39)
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¢) La dindmica de las bacterias descrita por las ecuaciones de Monod.

da;e Hmaz eSMox
= e, — Kgox, — aDz, donde pu, = ’
a " d He = (Kgu + S) (K + Myy)
(2.40)
d m max mS
_gt = UmTm — KgmTm — aDx,, donde p,, = m (2.41)
Donde
:umax,eSMox o Mma:mms (2 42)

/‘Le: (KS,G+S)(KM+MOZ,), Nm_ Ks,m+S

d) Basados en la ley de Ohm, la ecuacién y la pérdida de tension equilibrio
de Nernst se sacé la ecuacién que relaciona el voltaje de salida (Epy;)
y el voltaje de circuito abierto en la celda (Eyep).

RT [ My
Eout = Eocp - W ( ]\;— tdl> - [MFCRint (243)

e) La produccién de metano de la celda (Qq4) producida por las bacterias
metanogénicas que se encuentran en el reactor.

QchA - Ych4memV (244)

d) La produccién eléctrica de la celda (Pype) definida al multiplicar el
voltaje de salida de la celda por la corriente producida por la celda.

Pyrre = InreEout (2.45)

Donde x. y x,, son las concentraciones de los microorganismos electrogénicos
y metanogénicos, respectivamente [mg —x L], q., y g son las tasas de con-
sumismo de acetato para los microorganismos electrogénicos y metanogénicos
respectivamente [mg — Smg — x 7 d"']; pe ¥ pm son las tasas de crecimien-
to de los microorganismos electrogénicos y metanogénicos, respectivamente
[d_l], Mroar €s la fraccién de medidor total por microorganismo electrogéni-
co [mg— Mmg—z71], Yy es la produccién de mediador [mg — Mmg— A7,
7 es la masa molar del mediador [mg — Mmol ! ], Ki. vy Kan son la tasa de
mortalidad de las bacterias electrogénicas y metanogénicas respectivamente
(1/d), Eop es €l potencial de circuito abierto (mV') y Yens es la produccién
de metano por bacteria metanogénica [ml — chdmg — A™'] .
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Usando el modelo de la constante de retencién de la biopelicula « es definida
por Pinto como

o= % [1+ tanh[ks (20 + Zm — Xomae)]] (2.46)

Donde k, es la verticalidad [ng)}l] v Xmaz €S la constante de retencién
mdaxima de la biopelicula [mg — xL™1].

Dos anos despues Pinto et al. (2012) [8] publicé una variante de su modelo
unidimensional cuando modifica a de las ecuaciones 2.40 y 2.41, en este caso
a fue expresado como

Nexe_Kd,exe“l‘H/anm_Kd,mze .
TotTm S1 Te + T 2 Xmax,l

o = (2.47)
0 , en otro caso.

Aunque esta basado en el modelado de la camara anodica, el enfoque de
Pinto es mas general en la intencién de observar el crecimiento de biopeliculas
y estudiar el mecanismo de transferencia de electrones en detalle a otros
estudios anteriores, este modelo sera trabajado en la tesis y se tomara como
base el analisis realizado en este articulo de Pinto et al. (2012) [8].

2.1.2. Modelos basados en el anodo y catodo

En esta seccién revisaremos los modelos que estudian tanto la camara
anddica y catddica. Estos modelos simulan el rendimiento de las MFCs sin
asumir que la reaccién en el anodo es el factor limitante del sistema.
Primero analicemos Zeng et al. (2010) [14]. Las reacciones del dnodo y cétodo
son modelados por las ecuaciones Monod y Butler-Volmer.

as

VE - En(Sm - S) - Amrl
d )
v g (Clty, — Coo,) +240m
o (2.48)
V_dtH = F,(C# — Cy) + 84,71
dX Xin— X
VE = EnT + AmyAcrl - ‘/aanec

Donde A,, es el drea de la membrana (cm?), (in) denota la concentracién en-
trante, Coo, y Ch es la concentracion de CO, y H respectivamente (mg/L),
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fz representa el reciproco de la fraccién del lavado de la celda, y. la cons-
tante de produccién de bacterias.

El sistema 2.48 modela la dinamica de los compuestos principales de la cama-
ra anddica.

d .
‘/ca% - En(czoné - COQ) + 2Am7n2
dCOH n
‘/caT En(COH - C1OH) - 4Amr2 (249)
dC .
‘/cad—tj\/[ - En(cﬂ _CM)+AmNm
Donde
F S
_ ko Qlrq . X
n 1exp(RT77>ks+S
(2.50)
_ 10 (1 — ﬁtra)F COQ
ro = k2€$p( RT Na K02 + 002

Donde V,, es el volumen de la cdmara catédica (mL?), Co, y Cop es la con-
centracién de Oy y OH respectivamente (mg7L), N, es el flujo de iones, C,
es la concentraciéon de iones, 1, vy 7. es el sobrepotencial anddico y catdédico
respectivamente (mV), k¥ es la tasa constante de la reaccién del dnodo bajo
condiciones estandar (mV'), auq v Bira €s €l coeficiente de carga transferida
en la reaccién anddica y catddica respectivamente.

El sistema 2.49 modela la dindamica de los compuestos principales de la caAma-
ra catodica, Este modelo no tiene en cuenta la participaciéon de protones o
cationes en las reacciones del catodo. Las camaras de dnodo y cdtodo se mo-
delan como reactores continuos de tanque agitado. La densidad de corriente
de las celdas se calcula mediante la relacién con el flujo de iones que se
transfiere al catodo a través de la membrana, y el voltaje se calcula con los
balances de carga para el anodo, el catodo y sus respectivos sobrepotenciales.

dn, ,
Oad—z — 3600i — 8Fr
dna .

d™  deey )\ .
‘/cell = Eocp —Na +Ne — (k?_m + k‘a‘lj> 1
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Donde C, y C,. son las capacitancias del anodo y catodo respectivamente
(F/em?), d™ y deey son el grosor de la membrana y la distancia de los elec-
trodos respectivamente (cm), k™ y k% son la conductividad de la membrana
y de la solucién respectivamente (1/mS2).

En este trabajo se concluyd que la reaccion del catodo es considerada como
uno de los principales factores limitantes del sistema de acuerdo con el anéli-
sis de sensibilidad realizado en este articulo. Este hallazgo contrasta en gran
medida con los modelos analizados en la seccion anterior, que consideran la
reaccién del anodo como el factor limitante de la MFC. Por otra parte, usan-
do los sistemas 2.48 y 2.49 se puede hacer un analisis siguiendo los pasos
de Pinto et al. [8] y posteriormente optimizar la corriente usando el sistema
2.51.

Tres anos despues en el modelo Oliveira et al. (2013) [15] se estudia el trans-
porte de calor con un modelo unidimensional para una MFC de doble camara,
que también cubre los aspectos habituales tratados por el resto de los mode-
los mencionados anteriormente (carga, balances de masa, el crecimiento de
biopeliculas y reacciones redox).

A QB+ QA L QOE = Q)+ Qa+ QY + QT (2.52)
Donde
Fipptt Cpt” FypCFCper
QA = T(T2 —Tur), Q= T(T7 —Ter)
| AH) — AGH o AH, — AG,
en = INa — Inrc (8—F> : gen = I — Inrc (T)
(2.53)

Donde Q4 y QT representan la tranferencia de calor de la corriente del
dnodo y catodo respectivamente (1W/cm?), Q4 y Q; el total de calor generado
por la celda anddica y cétodica respectivamente (W/cm?), pf vy p“F son el
peso especifico del 4nodo y catodo respectivamente (mg), CpAf y Cp“F son
la capacidad de calor especifico de la corriente del anodo y catodo respecti-
vamente (J/molK), j representa los subindices AC, By AE. AH, y AH,
son la diferencia entre las entapias en las reacciones anddicas y catodicas
respectivamente (J/mol), AG, y AG. son la diferencia entre la energia libre
de Gibbs del d4nodo y cdtodo respectivamente (J/mol).

El modelado de transporte de calor se basa en la suposicién de que este
fenémeno es causado por procesos de difusion y en la suposicion de que el
efecto de la fuerza de conveccién es insignificante. El modelo de Oliveira et
al. [15] es muy completo, y més realista y preciso que el modelo de Zeng et
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al. [14]. En lo que respecta al resto del modelo, el enfoque es similar a los
modelos anteriores en los que el anodo se considera como reactores continuos
de tanque agitado para el balance de masa, la cual, a su vez, esta relacionada
con el gradiente de concentracion por la ley de Fick, y la densidad de corriente
se obtiene a partir de la tasa de oxidacién del sustrato [2]. El modelado de la
camara catodica se basa en la reaccién de reduccion de oxigeno, se pretende
entender bien la ecuacién de calor descrita en este modelo para despues apli-
car optimizacién al sistema usando las herramientas matematicas adecuadas
para este modelo con ecuacién de calor.

El modelo desarrollado en Sirinutsomboon et al. (2014) [16] presenta una
ecuacion integral para una MFC de una sola camara sin membrana utilizan-
do politetrafluoroetileno (PTFE) y la melaza como sustrato.

Como el PTFE es permeable al oxigeno, este puede llegar a la cadmara del
anodo, lo que reduce el rendimiento de la celda. En el caso del catodo, la
segunda ley de Fick se usa para describir la difusién de oxigeno.

d*Co, prrE
dy?

dCo,.prrE

- (2.54)

= Do, prrE

Donde Co, prre es la concentracion de oxigeno en la capa de la membrana
PTFE (mmol/dem?), Do, prrg es la difusién de oxigeno en PTFE (puem?/d),
y localizacién en la capa PTFE (um).

Esta ecuacién también se aplica al modelado de difusiéon de sacarosa e io-
nes de hidrégeno en el anodo. Las reacciones tanto en el catodo y el dnodo
estan modeladas por la ecuacién de Monod combinada con la ecuacién de
Butler-Volmer y ecuaciones de Nernst, respectivamente, de manera similar a
los modelos ya mencionados. Como en Marcus et al. [4] el modelado de la
biopelicula se basa en la ecuacion de Nernst-Monod para describir la veloci-
dad de oxidacién del electrodo donador, diferenciando la respiracion exégena
de la respiraciéon enddgena.

d*n F
kio___ eSTex eal'en) — 2.
bio——g — —(YesTer + YeaT'en) = 0 (2.55)

By, = n+ By (2.56)

Donde 7.5 ¥ Yeq €8 la equivalencia de electrones del sustrato y de la biomasa
activa respectivamente (mmole/mmolS) y (mmole/mgV'S), Ei, es el voltaje
local de la biopelicula (mV'), Ej tasa media del voltaje del anodo (mV).

Se concluyo6 en este trabajo que si el espesor de la biopelicula aumenta, enton-
ces aumenta la liberacién de electrones. Sin embargo, la salida de corriente
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del sistema no es ni simulada ni analizada [2]. Pero esto se puede hacer usan-
do las ecuaciones de los modelos mencionados en este capitulo y, de acuerdo
con Marcus et al. [4], el espesor de la biopelicula es un factor limitante para
la conductividad de la biopelicula y salida de corriente.

2.2. Modelos matematicos de las M ECs

Aunque muchos modelos matematicos de las MFCs han sido desarrolla-
dos y discutidos por los mejores autores reconocidos, solo tres autores han
trabajado el modelado de las MECs ver Figura 2.2. Ademas los modelos desa-
rrollados para las MECs solo toman la camara anddica como factor limitante
[18].

El primer autor que desarrollo un modelo para MEC fue Pinto et al (2012)[9],

Modelos MECs

Modelos basados en

el anodo

Pinto et al. 2012 (8]

Yayha et al. 2015 [17] Alavijeh et al. 2015 [18]

Figura 2.2: Autores de los modelos en la literatura MECs

la ventaja de este modelo es que es usado para modelar también MFCs asi
que es similar al modelo presentado anteriormente en la seccion de MFCs. El
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modelo considera la especie oxidada y reducida de las bacterias electroacti-
vas. El flujo de salida del dnodo esté parcialmente recirculado a la entrada
de la cdmara de anodo, lo que mejora la agitacion. El modelo toma en cuenta
la metanogénesis y sus efectos adversos sobre el rendimiento de las MECs.
El modelo esta compuesto por:

a) El balance de masa para el sustrato, considerando la competencia elec-
trogénica y metanogénica y la tasa de retencion de la biopelicula.

dS F,
- _QeX - Qme +

= . (S0 =) (2.57)

Donde

Qma:c,eSMox - Qmaz,mS

e = s G = 2.58
¢ (Kse+ S)( Ky + M,y) ¢ Kgm+ S ( )

b) El balance de masa intracelular de las bacterias oxidadas y reducidas
que se encargan del transporte de los electrones.

dMox _ ’YIMEC

Moa :Mox Mreu e
total + dy T gt VomF

— Yrqexe (2.59)

c) La dindmica de las bacterias descrita por las ecuaciones de Monod.

dx.
CZ = [LeTe — QT (2.60)
dm
_gt = limTm — QT (2.61)
Donde
,umax,eSMo:L‘ Nma:r:,ms
e = gy = L (2.62)
(KS,G + S)(KM + Mox) K&m +S5
Donde «a se expresa como
eTetlmTm :
% Sl Te + L 2 Xma:c,l
o= (2.63)
0 , en otro caso.

d) Basados en la ley de Ohm, la ecuacién y la pérdida de tensién equilibrio
de Nernst se sacé la ecuacién de voltaje aplicado en la celda (E,p).

RT ( Mtotal

Ea = _Ece
4 ! * mkF Mred

> + InpcRin (2.64)
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Donde Fj, es el flujo entrante (L/d), z. y x,, son las concentraciones de los mi-
croorganismos electrogénicos y metanogénicoS, respectivamente [mg—z L™,
Ge, V ¢m son las tasas de consumismo de acetato para los microorganismos
electrogénicos y metanogénicos respectivamente [mg — Smg — x='d™1], pe y
[m son las tasas de crecimiento de los microorganismos electrogénicos y meta-
nogénicos, respectivamente [d7!], Mryq es la fraccién de mediador total por
microorganismo electrogénico [mg— Mmg—x~1], Yy es la produccién de me-
diador [mg— Mmg— A=Y, 7 es la masa molar del mediador [mg— Mmol_ ! ],
Kiey Kqm son la tasa de mortalidad de las bacterias electrogénicas y me-
tanogénicas respectivamente (1/d), y Ec.s es la fuerza contraelectromotriz
(mV).

Pinto et al. desarroll6 una ecuacion para la produccién de hidrégeno que solo
era exclusiva para MECs.

2.65
. P (2.65)

Yu, RT
Qu, = Imec ( = )
Donde Yy, es la eficiencia del cétodo, Iy pe es la corriente de la MEC (mA),
mpy, es el nimero de electrones transferidos por mol de hidrégeno.
La funcién de produccién de una MEC definida como la diferencia de Hs y
la energia producida por el voltaje aplicado:

P = <AHH2pH2QH2) - Papplied (266)

Donde AHp, es la entalpia de combustién del hidrégeno [Jmg — Hy '], pp,
es la densidad de Hy [mg — HymL — Hy ']y P, ppliea €s la energia producida
por el voltaje aplicado (W).

Usando las ecuaciones 2.66 y 2.65 la produccion de una MEC puede ser
simplicada como

AHy,pw, Y, RT AHp,pr, Ynpin Ve
P = cubit Ikl I — Eypptieal — = 2.67
( mFP pplied T (267)
AH YiunVs
= I(€ — Eupiea) — —— 2P0 (2.68)
T,
Donde £ = <—AHH2ZHFZ;H2RT

Tres anos despues Yayha et al.(2015) [17] modificaron el modelo de Pinto
et al. para un reactor con flujo continuo modificando las ecuaciones 2.57,
2.60, 2.61, 2.63 y agregaron una ecuacién mas al modelo, la cual describe el
comportamiento de las bacterias hidrogénicas en el catodo.

La dinamica de la concentracién del sustrato estd descrita como

as

D X — g X 2.69
= q q (2.69)
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La dindmica de las bacterias esta descrita por las ecuaciones de Monod:

dx,
;t = peTe — KgeTe — a1, (2.70)
Ay,
% = mTm — KgmTm — 01Ty, (2.71)
d
h QH2 Tp — Kdﬁiﬁh — QTh, (272)

Usando el modelo hibrido de la constante de retencién de la biopelicula [10]
a1, ap son definidos como:

Nexede,exe“Fﬂmxm*Kd,mme .
TetTm Sl Te + Xy 2 Xmaa:,l

o = (2.73)
0 , en otro caso.

pn — Kap 81 2Zh > Tiaz2
Qg = (274)
0 , en otro caso.

Donde z, es la concentracién de los microorganismos hidrogénicas [mg —
x L1, py, es la tasa de crecimiento de los microorganismos hidrogénicos [d~1],
Ky, es la tasa de decremento de los microorganismos hidrogénicos [d!].

El modelo de Yayha et al. es exclusivo para MECs a diferencia del de Pinto
et al.

El tercer autor que ha trabajado con MECs es Alavijeh et al. 2015 [18]. Este
modelo tiene la base de Pinto et al. y agregd ecuaciones diferenciales para
describir la dindamica de diferentes componentes que no han sido menciona-
dos con anterioridad como lo es la produccién de sustrato atraves de aguas
residuales. Las ecuaciones del modelo y la dindmica que describe se presentan
a continuacion:

a) Basados en el modelo de Bernal la tasa de conversién de sustrato organi-
co a sustrato y el consumo de sustrato por bacterias electronogénicas
en el liquido de la celda esta dado por:

Sww
Quw = wa,maach <W) (275)
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(2.76)

SAC bulk )

qAC,AM pulk = GAC,AM,mazCAM (
Sacpur + Kspe

donde quw Y qac,anpur son las tasas de consumo de aguas residuales
por bacterias fermentativas y sustrato por bacterias electrogénicas en
el liquido de la celda respectivamente (g/m?d), Guwmaz ¥ 9AC.AMmaz
son las tasas de consumo méaximas de aguas residuales por bacterias
fermentativas y sustrato por bacterias electrogénicas en el liquido de la
celda respectivamente (g/m3d), C; y Cap son las concentraciones de
bacterias fermentativas y electrogénicas en el liquido de la celda respec-
tivamente (g/m?), K, es la constante de saturacién media de Monod
para aguas reciduales, Sy, ¥ Sacpuk S0n las concentraciones para aguas
reciduales y sustrato en el liquido de la celda respectivamente (g/m?)

En este articulo se supone que existe una competencia entre las bacte-
rias metanogénicas y electrogénicas en la biopelicula por tanto usamos
la ecuacione de Nernst-Monod para describir el consumo de sustrato
para estos dos tipos de bacterias.

S 1
e — e,mazxPe,a 2.77
face = dacemade (KS+S) 1t eap (— L2 277
P RTU
= ¢ 5 (2.78)
qAac,m = dACmmazPm,a S+ Ksym .

donde gace ¥ gacm son el consumo sustrato para bacterias electrogéni-
cas y metanogénicas en la biopelicula respectivamente (g/d), ¢e.a ¥ $m.a
son el volumen de fraccién activo para microorganismos electrogénicos
y metanogénicos respectivamente. 7 es el potencial eléctrico local a la
biopelicula relativo a Ex 4 (V) (Fka:tasa media del potencial méximo),
GAC,e;maz €S la tasa de consumo de sustrato maxima para bacterias elec-
trogénicas (g/d).

Luego el modelo toma en cuenta la inactividad de los microorganimos
esto es posible usando la ecuaciéon de la cinética de primer orden basada
en el volumen de fraccion activo de sus concentraciones.

Tina,j = bina,j‘ba,i (279>

Tina,bulk,;m = bina,mCAM (28())
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Tina,f = bma’fo (281)

donde 7;,,,; representa la tasa de inactivacion de bacterias j en la bio-
pelicula (1/d), Tinaputkm ¥ Tina,s son la inactivacion de bacterias me-
tanogénicas y fermentativas en el liquido de la celda respectivamente
(g/m?d) y bina,; es la tasa de inactivacién constante (1/d).

d) El sustrato en el liquido de la celda producido por la digestién anaero-
bea se distribuye gradualmente en los poros de la biopelicula. Despues
los electrones generados por la digestién de los microorganismos elec-
trogénicos y el metano producido por las bacterias metanogénicas al
consumir sustrato. La transferencia de masa de la difusién de sustrato
y metano a través de la biopelicula es descrito por:

0%S
DAGJ@ — Xeaqace — Xma@acm =0 (2.82)
9%S,
DCH4J% +You, Xamaqacm =0 (2.83)

donde Dyc ¢ v Dcm, s son los coeficientes de difusiéon de sustrato y
metano en la biopelicula respectivamente (m?/d), X, es la densidad
de biomasa de los microorganismos j (g/m?), Scy, es la concentracién
de metano en la biopelicula (g/m?), You, es el coeficiente de produccién
de metano por el consumo de sustrato y z es la coordenada de longitud
espacial de la superficie del énodo (m).

e) Adicionalmente la formacién de la biopelicula en la superficie del 4nodo
es un proceso dinamico. El grosor de la biopelicula progresa por la
velocidad advectiva. Se puede caracterizar el balance de la biomasa
para las bacterias electrogénicas y metanogénicas por:

8¢e a 8U¢e a
, — =Y, e — Tres 7 Tina,e — Me,a 2.84
a¢m a 8U¢m a
7 — = Yp m — Tinam = Mm,a 2.

donde p;,4, v y Y; son la tasa de crecimiento neta de la especie de bac-
terias activa j (1/d), la velocidad advectiva (m/d) y el coeficiente de
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produccién de los microorganismos j por consumo de sustrato, respec-
tivamente.

El balance de masa para los microorganismos activos puede obtenerse
de manera similar

09 Ovoj;  Xjga
7 - = —Tina,j = Mji 2.86
at + az Xj,i r 5] /’Ljy ( )

donde ¢;;, X;; v p;; son el volumen de fraccién de microorganismos
inactivos 7, la densidad se biomasa inactiva de los microorganismos j
(g/m?) y la tasa de crecimiento neta de la especie de bacterias j (1/d).
La ecuacién diferencial de la velocidad advectiva puede ser obtenida
del balance total de la masa:

ov
5 > (Wi + 1) (2.87)

J

La variaciéon dinamica del grosor de la biopelicula resulta del creci-
miento microbiano. el crecimiento microbiano esta relacionado con la
velocidad advectiva. La depedencia del tiempo en el grosor de la bio-
pelicula puede expresarse en la ecuacion diferencial

oL
8_tf = u(t,Ly) — b Ly (2.88)

donde v(t, Ly) y bger muestran la velocidad advectiva en la interface de
la biopelicula (m) y la constante determinista (1/d), respectivamente.

Se consideré que el liquido en la celda es mixto y que existe fermen-
tacion en la celda, por eso tenemos el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales parciales:

9Suwuw
= — 2.

aC;
W - Ywiw — Tina,f (29())

0SAc bu
Vap (%) = YacGuwwVap — qAcmpuik Vab — Aanod s ac (2.91)
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OC amr
ot = YAMQAC,m,bulk — Tina,bulk,m (292)

Vi <3SCH4,bulk

ot ) = YC'H4QAC’,m,bulkVa,b - Aanodt]s,CIu (293)

donde t, V,p, Aunoa representa el tiempo (d), el volumen del comparti-
miento del 4nodo (m?), el drea de la superficie del d&nodo (m?) y el flujo
de masa a través de la biopelicula al liquido de la celda del sustrato
y el gas metano (g/m?d), respectivamente, Y} es el coeficiente de pro-
duccion de bacterias fermentativas, Yo es el coeficiente de produccion
de sustrato a través del consumo de aguas residuales.

g) Se usé como base la ley de Ohm y la transferencia de electrones para
calcular la densidad de corriente.
6277 Fy

0
bio@ - T € Xe,aQAC,e -

F
TR X, res = 0 (2.94)
-

donde

1

F
1+4+exp —ﬁn

donde r,.s es tasa especifica de la respiracion enddgena (1/d), bes es
el coeficiente de decadencia para la biomasa activa (1/d), ky, es la
conductividad de la biopelicula, v, y 2 es la equivalencia de electrones
de DE y la equivalencia de electrones de la biomasa respectivamente
(mmole/mmol ED), T es el factor de conversién de tiempo (86400s/d),
fe® Fraccion de electrones de DE usados para la generacién de energia
para soportar la sintesis.

(2.95)

Tres = bres ¢e,a

También implementa una ecuacién de produccién de hidrogeno y metano

usando DQO:
Qu, = Qpr, — Qpgo; (2.96)

donde @,p, es hidrégeno producido en la generacién de corriente y ) pgo es
la tasa hidrogeno producida.

Qcu, = You,/m.Qpgo- (2.97)
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Donde Yeou,/u, es la produccion de metano para el hidrégeno.

Los valores de frontera para las ecuaciones diferenciales parciales de segundo
orden se pueden encontrar en [18]. Este modelo tuvo el objetivo de ser no
solo para MECs, si no tambien para MFCs.

En este capitulo se muestran los modelos matematicos principales de las
celdas y qué componente de la celda representa cada ecuaciéon, esto indica
qué es lo que no se ha trabajado y qué se puede dasarrollar matematicamente
hablando usando las ecuaciones de los modelos, ya sea sacando los puntos de
equilibrio, acotando las soluciones, optimizando la corriente u otra funcion
objetivo, etc. En el siguiente capitulo se hace un analisis formal a un modelo
exclusivo de MEC basados en el modelo de [9] y [17].



Capitulo 3

Optimizacién de la potencia
eléctrica en una MEC en un
reactor de flujo continuo

En este capitulo trabajaremos con una variante del modelo propuesto por
[9] y [17], usando las ecuaciones 2.69 para el sustrato; 2.70, 2.71 y 2.72 para
la poblaciéon de microorganismos de la celda con 2.73 y 2.74; 2.59 para el
mediador; 2.65 para la produccién de hidrégeno.
Por tanto nuestro sistema de ecuaciones diferenciales esta compuesto por las
ecuaciones 2.69, 2.70, 2.71, 2.72 y 2.59. A lo largo de este capitulo se haran
distintos andlisis al modelo (sensibilidad, matemético, numérico y teoria de
control) para poder obtener una potencia eléctrica éptima.

3.1. Analisis del modelo

En esta seccion se hace el analisis matematico y un analisis de sensi-
bilidad al modelo que describe el funcionamiento de las MECs lo primero
que hacemos es acotar las soluciones bajo ciertas hipotesis, luego analizamos
los puntos de equilibrio de las ecuaciones que describen el crecimiento de la
biopelicula para observar como compiten entre ellas por el sustrato y poste-
riormente optimizar la potencia eléctrica producida por la MEC y dar una
expresion analitica para la corriente.

35
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3.1.1. Acotamiento

En esta subseccién provamos que bajo ciertas hipdtesis nuestro espacio
de soluciones esta acotado, esto es 1util para darnos una idea de como se
comportan las soluciones conforme pasa el tiempo.

Primero definimos el conjunto X = (S, z¢, &, Mo,)T € R?* con valor inicial
X (0) = (5(0),2.(0), 2,(0), M, (0)), Luego podemos escribir nuestro sistema
de ecuaciones diferenciales como el vector.

dS dzv. dr, dM,\"

F(X) = (Fi(X), B(X), F3(X), Fy(X)" = | =, =5, ==, —=
(X) = (00, R0, B, FOOT = (. S, S, T
donde F(X) : C} — R' y F € C*(R"), se revisa que en F(X) siempre
que escojamos X (0) € R% tal que X; = 0 entonces Fj(X)|x,—o > 0 Por
lo tanto cualquier solucién con valor inicial X(0) € RY, decimos X (¢) =
X (t,X(0)), es tal X(t) € R} para toda t > 0, en otras palabras nuestro

sistema es invariante positivo [21].

Teorema 1 Sean los valores iniciales de 2.69, 2.70, 2.71, 2.59 pertenecientes
a Ri y dada ag € R tal que, ag < x. entonces, todas las soluciones del sistema
son acotadas por la funcion

I (et —1)
WoeZt YiMmEC
o ¥ (meao 7

Donde WO = S(O) + SL’e(O> + I‘m(O) + Mo:p(0> Yy Z = max{ﬂmaz,ey Hmaz,m, 1}

Demostraciéon, Sea W = S + z. + z,,, + M,, Por lo tanto,

AW dS | de, | dry M,
dt dt dt dt dt

= —QeTe — GmTm + HeTe — Kd,exe — 0T
YImEC
FlmTm — Kgm@Tm — 01T — Yyuqe + ———
2 d, 1 Mdq mEV.z.
YIvEc

< S mazx,ete max,mLm Moa} N T
+ Umaz,eTe + Umaz,mTm T+ +mFVTa0

Sea Z = max{tmaz.es mazm, 1} entonces,

dw YIvEc
L _gw < LAEe
0< dt W< mFV,.ag
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y por tanto

I (et —1)
= Mot (mFV;aO Z

Lo que termina la demostracion.

Usando hipotesis mas fuertes se obtiene que todas las soluciones del sis-
tema son uniformente acotadas.

Proposicion 1 Sean los valores iniciales de 2.69, 2.70, 2.71, 2.59 pertene-
cientes a Ry y ze + Tm = Xonas,

St (—@maz.e + Pmaze)s (—@mazm + Pmazm) < 0 Y si existen ag, €y, € € R tales
que, ap < T,

qmam,eS
S + Ks,e)(Km + Mom)

€ < ( and € < %(xe + )

Entonces todas las soluciones del sistema son uniformemente acotadas.

Demostracion Sea W = S + x, + x,, + M,, por lo tanto,

d_W @_ﬁ_d.’te_i_dl‘_m_'_dMom
dt dt dt dt dt

= —QeTe — GmTm + feTe — Kd,exe — 1T
YInEC

+mxm_Kmxm_Oéxm_Y e+—
1% d, 1 M4 mFV.z,

como (_Qmaz,e + ,umax,e)v (_QMaaz,m + ﬂmaz,m) < 07 Qo S Le,

qmax eS (05}
< . d < —(x, m
S R K M) S g (et )

se sigue

YIvEc

W < — S—Kee_Kmm_ Mow+—
€1 d,el d,mT €0 mFV,,aO

Sea u =min{Kg., Kim, €0, €1} asi

aw YIvEC
- < 1T AEY
0< 7 —i—uW_mFVTaO
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por lo tanto

_ ,—ut
%% S Woe—ut+ < ’}/IMEC ) (1 € )

mEFV,.ag U
Entonces cuando ¢t — oo

Yivec \ 1
O<W< | ——— ) -
- (mFVrao> u

De aqui que todas las soluciones del sistema con valores iniciales en RY estan
acotadas por la regiéon

Yivmec '\ 1
{(Sa xeaxmaMoz) € Rﬁ_ W = (m) a +£ Para f > 0}

Lo que termina la demostracion.

3.1.2. Analisis de sensibilidad

En esta subseccion aplicamos un analisis de sensibilidad de nuestro mo-
delo, un analisis de sensibilidad a un modelo siempre es importante ya que
nos dice que tan sensible es nuestro modelo con respecto a un parametro, en
otras palabras nos indica cuanto cambia una solucion del sistema de ecua-
ciones si nosotros cambiamos el valor de un parametro.

Tomaremos como parametros de salida las ecuaciones 2.65

y(t> = g(t,x,u, 0) = QHQ (31>

Donde t es el tiempo, x son las variables de estado (S, x., T, M), ini
los parametros iniciales del experimento, y los parametros de salida, y 6 los
parametros estimados. Los parametros de estimados que trabajamos en este
documento son ¢maz.e; Gmaz,m, Yrs YH,-

Procederemos a analizar la sensibilidad local del sistema, para hacer eso
usamos la ecuaciéon
Jyi
00,
Esta ecuacién represena la sensibilidad de la salida ¢ del modelo respecto al

parametro j en relacion a un experimento dado en funciéon de tiempo. Usando
la ecuacion 3.2 se crea la matriz de sensibilidades

Sii Sig 0 Sin
Soq S22 -0 San

Sij = (3.2)

Se = (3.3)

Sma Smz - Sun
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Por lo tanto nuestra matriz de sensibilidades para los paremetros de salida y
estimados mencionados es:

RT

La norma de cada columna j de la matriz de sensibilidades Se da una idea
de la importancia del pardmetro estimado ¢; en el valor de los parametros
de salida. Para ver que tan sensible son los parametros de salida se usé la
metodologia descrita en [20] entonces sacamos los valores propios de la matriz
cuadrada A = (Se)TSe y por tanto A toma el valor

RT \?
A= lisre (mH FP)

Usando el criterio D y E descrito en [20] tenemos que la sensibilidad esta
relacionada con el determinante de A y el minimo del conjunto de los valores

. RT \* .
propios entonces como el det(A) = I3, | ——== | entonces el criterio de
mpmy, FP
D nos dice que los parametros de salida no son sensibles localmente a un

cambio en sus parametros mientras que la corriente de la MEC se mantenga

RT \?
estable y el minimo de los valores propios sigue siendo A = I3, (—)
mmy, FP

por tanto se llega a la misma conclusion con el criterio E.

Luego Recio Garrido et. al.[19] nos mensiona las ecuaciones diferenciales para
determinar la dindmica de las sensibilidades de los parametros de salida y
nuestras soluciones del sistema, las ecuaciones diferenciales son

0 (ox\ Of (Ox af
g (@) - (%) + (35)
Oy 0Og (Ox dg

Usando estas dos ultimas ecuaciones se saco la dindmica de la sensibilidad
de cada parametro estimado en la funcién de salida y soluciéon que influye
para posteriormente simularla. Las ecuaciones diferenciales y sus respectivas
respuestas simuladas fueron

0Qu, _ RT
Yy, MPC\mFP)"
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Figura 3.1: Dinamica de (Qp, con respecto a Yy, y el tiempo d

a( 95\ (S Mo N 08
ot 8qmcwc,e B KS + S KM + Mow ‘ e 8Qmax,e‘

Dias

q\]ﬁx.e

Figura 3.2: Dindmica de S con respecto a gmaqe ¥ €l tiempo d
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Dias R

Figura 3.3: Grafica para la ecuacién diferencial y;

0 (Mw\_ . (S M, o My,
ot 8Qmax,e B M KS + S KM + Mo:c b2 anax,e.

Dias

qmax @

Figura 3.4: Dindmica de M,, con respecto a Gmaze ¥y €l tiempo d
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Dias q

Figura 3.5: Grafica para la ecuaciéon diferencial y,

O( 9S N_ (S N, o _ 0S
ot 8qmax,m B KS' + S " 3= 8Qmax,m '

Dias Yinaaeym

Figura 3.6: Dindmica de S con respecto a gmaqm y €l tiempo d
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Dias
qnax.ln

Figura 3.7: Grafica para la ecuacién diferencial ys

aMoaz
oY

0 (8]\/[03:

ot \ 9Yuy

= —(@, con =
ot ) q Ya

Dias ¥

Figura 3.8: Dinamica de M,, con respecto a Y, y el tiempo d
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Dias ¥

Figura 3.9: Gréfica para la ecuacién diferencial y,

Se trabajo de igual manera con la elipse de confianza la cual nos indica
con que confianza los datos deberan de estar en dicha elipse dependiendo del
nivel de confianza, se creo un programa que nos grafica la elipse de confian-
za, tomando como centro de la elipse las medias de los respectivos datos y
relacionamos la matriz de covarianza con la elipse con su respectivo grado de
confianza, las matrices de covarianza y centros se suponen con distribucién
normal las simulaciones se muestran acontinuacion.

Para los parametros ¢maz.e ¥ @maz,m

_ (08204 03076 ), _ (1314
covar =1\"0.3076 1.8520 —\ 14.12

Figura 3.10: Elipse para los parametros ¢maz.e ¥ ¢mazm
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Para los parametros Yy, y Y,

_ (82520 00788  _ (3485
covar=1"_p.0788 0.0215 ~\ 09

Figura 3.11: Elipse para los parametros Yy, y Y,

Para los parametros gmaz.e ¥ Y

_ (08204 0.8350 ), _ (1314
covar =1 0.8350 8.2520 ~\ 34585

Figura 3.12: Elipse para los parametros ¢maze ¥ Y
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Para los parametros gmazm ¥ Y

(18520 15844\ (1412
covar =1\ 15844 82520 —\ 3485

qmm:.m

Figura 3.13: Elipse para los parametros ¢mazm ¥ Yu

Para los parametros gmaz.e ¥ Y,

_( 08204 —0.0060) ., _ (1314
Covar=1"_0.0060 0.0215 —\ 09

Figura 3.14: Elipse para los parametros ¢mnaze ¥ Y,



3.1. ANALISIS DEL MODELO 47

Para los parametros ¢maz.m ¥ Y,

_ (18520 00543, _ (1412
covar =1\ 0.0543 0.0215 —\ 09

Figura 3.15: Elipse para los parametros ¢mazm ¥ Y,

3.1.3. Coexistencia de las especies microorganicas

La coexistencia de las poblaciones de microorganismos electrogénicos y
metanogénicos en la biopelicula y sus puntos de equilibrio seran analizados
es esta subseccion.

Lema 1 Sea Ky = Kgm = 0 y p, > 0. Entonces no existe puntos de
equilibrio estable (xe + Tp) # Xmaz.1-

Demostracion. Primero notemos que, la dindmica del mediador oxidado
M., es considerado mas rapida que el crecimiento dinamico de las pobla-
ciones x,, y x.. Debajo esta supocisién, la linealizacion de la ecuacién 2.59
€S (ele = %, YV Mele = %% Por lo tanto, para una constante
Ivge, pex. es constante y puede ser reemplazado por otra constante 5.

Tambien, notemos que p,, es distinto de cero, asi que la ecuacion 2.70 puede
ser escrita como dj; = [ — oy, mientras que la ecuacion 2.71 es la misma.
Ahora oy puede tomar dos valores dependiendo del valor de (z, + ).

Consideremos el caso a; = 0, En tal caso, dgf =0y dﬁ—tm = lmTm- La solucién

analitica es T, = Te—o) + Bt, ¥ Ty = xm(tzo)e“mt. Ya que p,, > 0, la tnica
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solucion en estado solucionario 2.71 es x,, = 0. También, x. puede tomar
cualquier valor siempre que z, < Z,,.,. Bajo estas condiciones las ecuaciones
2.70 y 2.71 pueden ser linealizadas.

iz, .
dt fre 0 La

dx; ~

i 0 ptm/ \Tm

Como fi,, ¥ jte SOn positivos. Este punto de equilibrio es inestable.
Asi, si existe otro punto de equilibrio estable, deberia de corresponder a
Te + Ty, = Xppag,1- Lo que termina la demostracion.

Figura 3.16: Plano fase para z. y z,, para Kge = Kgq,,, =0y o =0

Lema 2 Sea Kjo = Kgm =0, ftm, > 0 y e + 2, = Xypga,1. Entonces

i) Si Iype = 0, entonces solo existe bacterias metanogénicas.
ii) Si0 < Iype < Iypc entonces existe coezistencia.

ii1) Si Inpe > Inpe entonces solo existen bacterias electrogénicas.

Demostraciéon. Notamos que la funcién «; es construida de tal manera
que el sistema nunca deje la variedad una ves esta es cubierta totalmente.
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Figura 3.17: Plano fase para z. y x,, para Kge = Kgq,m =0y a # 0

Entonces el resto de este analisis se centra en esta variedad, sustitumos el
valor de o y notamos que z,, = X421 — e, La dindmica de z. es por tanto:

j:e - 6 — T,

_5_ (ue:ﬁe + um:cm> .
Xmaa:,l ¢

. 6 + ,um(XmaasJ - xe)
B 5 ( Xmam,l e

_ 5 . Bme . mee(Xmam,l - xe)
Xmax,l Xmam,l

5(Xma:1:,1 - xe) _ ,umxe(Xmam,l - we)
Xmax,l Xmax,l
1

= Xmag;,l (ﬁ - ,U/mxe>(Xmam,1 - xe)

Por lo tanto

dz, 1

= - Xpnaw1 — .
dt Xmag;,l (5 Mm$e)( max,l xe) (3 7)

Entonces los puntos de equilibrio son z, = M% Y Ze = Xinas,1 - Para analizar
la estabilidad de estos puntos de equilibrio derivamos el lado derecho de la



50 CAPITULO 3. OPTIMIZACION DE POTENCIA MEC

ecuacion 2.70.

81"5 1 (Xmax,l - xe);um

T (ﬁ a mee) a Xmax,l

at Xmaac,l (38>

Considerando la estabilidad del punto z, = uﬂ este es estable si z, es me-

nor a X,qe1. También, el otro punto de equilinf)rio Te = Xpmag, €5 estable si
B > Xmaz1tm- Uno de los dos puntos de equilibrio es estable en funcién de
B. 51 B < Xga,1ftm, €l e = ui es estable. Si 8 > X401/ €l punto de

m

equilibrio estable es . = X451

En conclusion

I) Si 8 =0 entonces z. = 0y Ty, = Xpaz1 (Solo hay microorganismos
metanogénicos).
IT) Sif < Xinaz1ptm entonces x, = ui Y T = Xomaz1 — ui (Coexistencia).

III) Si > Xppaw1ftm entonces z. = Xpaz1 ¥ Tm = 0 (Solo hay microorga-
nismos electrogénicos).

Usando la ecuacién 2.59. Reesribiendo los terminos de corriente tenemos
el corte entre la coexistencia y la concentracién de electrogénicos.

V;« FY, maz,e Xma:z: mamms
IMEC:< m M) (q )( Afhmas, ) (3.9)

Y Hmaz,e KS,m + S
‘/rmFY mazx,e
Inipe = ( M) (q ’ )5 (3.10)
v Mmaz,e

Entonces

i) Si Inype = 0 como <V’“mFYM> (q’””‘e> # 0 entonces f = 0, tenemos

il Hmaz,e
(D).

B . _— Xmaz mam,ms
ii) Si 0 < Iype < Impc entonces ff < (W)

por lo tanto 8 < X001 4m, tenemos (II).
eee . T Xmaa:,l#maac,ms
111) Si Iyviec > Iy ec entonces B > (W)
Por lo tanto 5 > X441 /4m, tenemos (I1I).

Ver [8] seccién 3.



3.1. ANALISIS DEL MODELO

Microorganismos
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Figura 3.18: Poblaciéon de z., x,, y x5 para Kge = Kgm = Kgp =0

o1
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Acetato

ano|- - . . . i, e . - - . s prr g T . . . - . - i . . -~ -

Bl e TSP, (TP T < T TSI NS friee e =]

B
Tiempo (d)

Figura 3.19: Cantidad de sustrato por dia

Lema 3 Sea pie > Kge Y b > Kam. Entonces no existe puntos de equilibrio
estables si (ze + ) 7# Xpnaz -

Demostracion: Primero notemos, la dinamica del mediador oxidado M,,,
es considerado mas rapida que el crecimiento dinamico de las poblaciones

Tm ¥ T.. Debajo esta supocision, la linealizacion de la ecuacién 2.59 es

_ _Iuecy _ _Ivpcy Hmaz,e
GeTe = Trpmpyars ¥ Helle = T aoere Por lo tanto, para una constante

Ivgc, pexe es constante y puede ser reemplazado por otra constante (.
También, observemos que pu, es una constante distinta del cero, asi que la
ecuacion 2.70 puede ser reescrita como dd% = 0 — (K4 + a1)x., mientras que
la ecuacién 2.71 es la misma.

a; puede tomar dos valores dependiendo del valor de (x, + ;).
Consideremos el caso a; = 0, en tal caso, &= = 3 — Kieve y dom  —

dt dt

(e — Kam)Tm. La solucién analitica es x. = =0y exp[—Kq.t] + %(1 —

exp|—Kaet]), ¥ Tm = Tm=0) exp|(tm — Kam)t]. Para cualquier 3, z.¢—0) € R,
existe solucién en estado estacionario cuando ,;—¢ = 0 ya que conforme
t%ootenemosxezﬁyxm:().

En este caso xey—g) = % Y Tm(t=0) = 0 es un punto de equilibrio. Con estas

hipétesis, las ecuaciones 2.70 y 2.71 pueden ser linealizadas.

dZe 2

dt —Kdﬁ 0 Te
dzm ~

% 0 Hm — Kd,e L
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Figura 3.20: Cantidad de mediador por dia

Cuando — K. es negativo y i, — Kg,, es positivo, el punto de equlibrio es
inestables. Lo que termina la demostracién.

Lema 4 Sea la corriente del reactor controlada por un valor constante Iy pc.
El punto de equilibrio, que se estable, satisface las siguientes condiciones

i) Si Iype = 0, Solo existen metanogénias.
it) Si0 < Inype < Iype existe coeristencia.
i11) Si Iyype > Inpe entonces solo existen bacterias electrogénicas.

Para un valor de concentracion de sustrato dado S, el cual es mantenido en
el reactor, Iypc puede ser definido como:

‘/TmFYM Qmaz.e Xmax 1Mmax mS
! B 7 7 - Xmaz K, e K, m
e ( v ) (Mmaz,e) ( KS,m + 9 + 71( d, + d, )

Demostracion. Observemos que la funcién a4 es construida de tal manera
que el sistema nunca deje este colector una ves que se alcanza. Por tal mo-
tivo, el resto del andlisis es concentrarnos en este colector. En este colector,
sustituimos el valor de ; y tenemos también z,, = X421 — 2., la dindmica
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T T
’-‘-N —
H £ —=0
L T, e o . S S, S — =)
1= —
105
=
I, 10
S
BE - - -
| | | |
q 05 o i3 1 15
X
]

Figura 3.21: Plano fase para z. y @, para Kgc. < fmaz.es Kam < fmazm Y
a1 = 0

de z. es la siguiente

Te = B - Kd,exe — 1T

= 6 - Kd ele — (Mexe _ Kdﬁx@ + HmTm — Kd,m) Te

7 Xma:v,l
- ﬁ - Kd eZE@ - (6 - Kd’fzxe + (,um _ Kd’m>(Xmam,l — xe)) :L'e

7 Xmaac,l

(B - Kd exe)J:e (ﬂ'm - Kd m)xe(Xmax 1 — 376)
fr —_ K ele — 2 _ ) )
ﬁ het Xma:c,l Xmax,l
— (6 — Kd@l'e)(Xma%l — I’e) . (:um - Kd,m)xe(Xmax,l - I’e)
Xmaz,l Xmaa:,l
1

- X . (6 - (/um + Kd,e + Kd,m)xe)(Xmax,l - xe)

Por lo tanto

dz, 1

== _mKe KmeXmax_e 11
7 Xmam(ﬁ (ttm + Kae + Kam)we)( 1= Te) (3.11)
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Figura 3.22: Plano fase para z. y x,, para Kge. < fmaz.es Kam < fmazm Y
(051 7é 0

1. . _ IB o ’1:
Los puntos de equilibrio z, = iR R ¥ Te = Xmaz,1: Para analizar la

estabilidad de los puntos de equilibrio, usamos la derivada del lado derecho.

ai;e 1 (Xmax 1= xe)(,um + Kdm + Kd e)
- — —_ m K m K e e J— 2 ’ )
at Xmaa:,l (6 (Iu * & * & >x ) Xmax,l
(3.12)
Considerando el punto de equilibrio 2, = ——2 . Es estable si . por

pm+Kget+Kam
lo tanto calculado es menor que X4, 1. También, el otro punto de equilibrio
Te = Xinaz1 €s estable si > Xnaz 1 (tm + Kam~+ Kae). Uno de los dos puntos
de equilibrio es estable como funcién de §. Si 5 < Xinaz 1 (tm + Kam + Kae),
entonces x, = m es estable. Si 8 > Xpap1(tm + Kam + Ka) el
punto de equilibrio x, = X,,4,.1 es estable.

En conclusiéon

I) Sif = 0entonces z. = 0y Ty, = Xinaz1 (Solo bacterias metanogénicas).
II) Sl ﬂ < Xmazyl(ﬂm + Kdm—b + Kd@) entonces Te = m y

B

Tm = Xmazl = 3R, TRam

(Coexistencia).

III) Si B> Xpawa(pom + Kam + Kae) entonces z. = Xppaz1 ¥
zm = 0 (Solo bacterias electrogénicas).
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Usando 2.59. Escribiendo lo mismo en términos de corriente, El corte entre
la coexistencia y la concentracién de bacterias electrogénicas

WTTI,FY mazx,e Xmax mazx mS
[MEC = ( M) (q ’ ) ( e 7 +Xmax,1(Kd,e + Kd,m))

Y Hmaz,e KS,m + S
(3.13)
y
‘/rmFY mazx,e
Inee = < M) (q : )6 (3.14)
v Hmaz,e

Y MHmaz,e

i) Si Iyype =0 es (VT’”FYM> (q’"‘”’e> # 0 entonces 5 = 0, tenemos (I).

11 - T Xmax max,m
ii) Si0 < Iype < Inpce entonces 5 < (# + Xonaz1 (Kae + Kd,m)>

por lo tanto 8 < X001 (tm + Kam + Kae), tenemos (II).
iii) Si Iyype > Iype entonces B > (%ﬂfgms + Xonaz1 (Kge + Kd,m))
por lo tanto 8 > X001 (tm + Kam + Ka.), tenemos (III).

3.1.4. Definicion de producciéon

La funcién de potencia en términos de corriente de una MEC que usare-

mos en esta subseccién es la ecuacion 2.68 descrita previamente en el capitulo

2.
AHp, pr, Ynitn Ve

Th

PMEC<[MEC) = [MEC<§ - Eaplied) -

Lema 5 La corriente Iy pc para la potencia optima de una MEC puede ser

descrita por la siguiente expresion

9 iy .
I — E  _ Ncone __ 1 Tlconc . D
MEC = 37—~ 3 — 3R Ol onde la concentracion perdida puede ser

definida como Neope = % In <M>, E=¢+ Ecgr.

Mtotal_Moz

Demostracion. Primero notamos que

£+ ECEF) _ AHu,pEYnpn Ve
Rint

Prrc(0) = Pygce (

Tp

AHp, pr, Ynitn Ve
Th

y que Pypc > — cuando

§+ Ecer

0<1I <
MEC Rz’nt



3.1. ANALISIS DEL MODELO 27
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Figura 3.23: Poblacion de z., x,, y ) para Kq. > 0, Kg,, >0, Kg5 >0
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Figura 3.25: Cantidad de mediador por dia
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por lo tanto al usar el teorema de Rolle la corriente I,pc para la potencia
optima de una MEC puede ser encontrada cuando gﬁ‘ﬁ es igual a cero.

8P 8Ea ie
MEC _ f - Eapplied - [MEcﬁ

(3.15)

8IMEC aIMEC .

Asi la produccion 6ptima de una MEC corresponde a

a-Eapplied o 5 - Eapplied

3.16
OlnEc Inec (3.16)

Usando la definiciéon de 7cone v la ecuacion de

RT ( Mtotal
In

Ea ied — —E 1 Rin
pplied CEF + o F Moo ) + IvEC tng

Eapplied = _ECEF + Neone + [MECRint (317)

La ecuacion 3.17 puede ser diferenciada con respecto a la corriente, y este
resultado debe ser igual a la ecuacién 3.16, obteniendo

8Ea,pplieal _ 877conc
Olyec  Oluec
_ 5 - ECEF — TNeconc — [MECRint

+ Rint (318)

3.19
Inec (3.19)

Finalmente, por la definicion de MEC y reacomodando la ecuacion 3.19 uno
puede encontrar la funcién de corriente optima para MEC.

anconc
OlnEc

2 Rint P10 + = F — Neone (3.20)

Donde E = £ + Ecgr. Lo que termina la demostracion.

3.1.5. Expresion analitica para la produccién 6ptima
de una MEC

En la siguiente proposicién, se obtiene una expresién analitica para la
producién éptima para una MEC.
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Proposicion 2 La produccion optima para el estado estacionario de una
MEC esta dada por la siguiente expresion

( opt Econc ~, 7OPt
[MEC’ T 2R [MEC,int7
« Jopt T
51 IMEC,int < Imec
opt I35 int CIMECmae—In g int) B \ . Topt
I Bc int (1 + t(ImaI_ 2 - ~ Iypc i
J—opt . ,
MEC — .
S 0]
51 IMEC’ < []\/][JECﬂ;nt < [MEC’,max
Iopt B
] 1 . MEC,int—#* ~ ]
MEC,mazx ( \/(IX?gc,int_IIVIEC,maw) MEC,mazx
. opt
L st Inecmar < Lypcine-
(3.21)
Donde
_ K — RT M, E.
Mox = M ) Econc = In total ) Ez = s )
(,umax,e(KS,m + S) i 1) mk Mtotal - Mox EMEC
,umax,m(KS,e + S)
B — RTKM I o VRmFYM Qma:p,eSXmax Mtotal
- MEC, -
¢ mF(KM + Mtotal), e Y (KS,e + S) KM + Mtotal’
Iopt _ EMEC e TMEC* o Momeax (‘/rmFYMQmax,eS> Econc
MECint — - :
ot 2Rznt , KM + Moz ’V(KS,e + S) 2Rznt

. ropt T . . . . ,
Mas aun, si Iyrpe i < Imec*, entonces existe coexistencia en la biopelicula,
. = t . , .
mientras que si I ypex < Iy po s (o biopelicula es ocupada solo por bacterias
electrogénicas.

lleone o1y 3.20 varia depen-

Demostracién. La expresion del gradiente
MEC

diendo de (i) solo se presentan microorganismoa metanogénicos, (ii) Existe



3.1. ANALISIS DEL MODELO 61

coexistencia o (iii) solo se presentan microorganismoa electrogénicos. Asi el
analisis se presenta para estos diferentes casos.

Primero, en la region de las metanogénicas uno puede notar, que Iy;gc = 0.
Como no hay corriente, la potencia eléctrica es cero y la MEC opera como
un digestor anaerébico, es decir solo produce metano. Claramente, un valor
distinto de cero sera obtenido de otras regiones. Asi, el 6ptimo no pertenece
a la region de las metandgenicas.

En la regién de coexistencia, M,, es constante y es igual a M,,. Mas a un,
la concentracién perdida es constante. Entonces el gradiente es igual a cero

a conc . ey . . .
( i ) = 0, usando la definicién 3.20 tenemos la siguiente igualdad
I e

Iopt _ Iopt Econc

MEC MECjint — 9p R (3.22)

. . . ., t _— .

La coexistencia es definida por la condicién, I3z < Inpc. Esta condi-
.z sz opt . yopt

cion puede ser representada como una funcién de Iype i, como: Jypeo ., <

Ivec*.

. ., ;. _— t .,
Finalmente para la regién de electrogénicas Iy pcx < I;r,, Para la solucién de

2.59 y usando la definicién de Iyrpc mas, Uno puede encontrar una expression
para M,, en funcién de corriente:
MtotalKMIMEC'

M,, = 3.23
KM]MEC,maa: + Mtotal(IMEC’,max - ]MEC) ( )

Sustiuyendo en 3.23 la concentracién perdida en (7eon.) se produce:

n _ RT In (IMEC,max(KM + Mtotal - Mtatal]MEC)>
e mEF (Inecmar — Ivpc) (K + Miotar)

Notamos que el termino logaritmico es cero cuando Iy;gc = 0 y a infinito
cuando Iy pc = IpMECmaz- Asi, €l termino logaritmico puede ser aproximado
Ky Ivec

Ky + Miotar) (InECmaz — Ivec)
cién y la definicion de E,, se tiene que 3.20 puede ser simplificado como:

(3.24)

por ( . Por lo tanto, usando esta aproxima-

opt opt
[opt EMEC EC[MEC EC[maff[MEC
M -

Be 2Rint 2Rint(Imam - I](\)/I[)tEc) - 2Rint(IMEC,mam - 1]0\520)2

La corriente éptima de la MEC puede ser encontrada reacomodando la ecua-

., . o e t
cién previa y usando la definicién de I.% v E.:

fupe, E2) = (U5 — Tupe) (Inpcmas — Inec)?
_Ezjﬁgc7int]MEC(2]MEC,maac — Ivec)

= 0
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Notemos que E, es un valor pequeno. Las raices de esta ecuacion cubica seran
encontradas considerando. E, = 0 y haciendo un anélisis variacional, las tres
raices pueden ser definidas como:

of
<8_Ez | (B =0,IME0=IX%C,mt)) A,

Iyvpe = [%Ec,mt + of (3-25>
of
(8E |(Ez=0JMEc=IMEc,max)) A E.
IMEC’ = ]MEC,maac + - 1 Za2f (326>
5 |\ 37— lE=0 =1 mz)>
92 <81]2\/[EC MECc=IMEC,
Las tres corrientes 6ptimas pueden ser encontradas como:
opt opt
]opt o ]opt 1 []\/][DEC,int(ZIMEC,maI - [J\gEC,int)EZ 3.97
MEC — “MEC)int + ([ o Iopt )2 ( : )
MEC mazx MEC,int
0] 0] ngtEC intEZ
I]\jl[)tE'C = Il\gtEC,max 1+ (Iopt : (328>

MEC,int — In EC,maw)

Si Iﬁ%aint < IymECmaz, €ntonces las dos raices de 3.28 son imaginarias y
solo 3.27 representa la magnitud éptima. Ahora considerando el caso cuando
Iviecmar < IX%C,W, se tiene que 3.27 y el signo positivo para la raiz en 3.28,
provee soluciones mas grandes que Iy pc maes (18 corriente méxima posible) y
por lo tanto no es considerada. Por lo tanto, la tnica solucion corresponde
al negativo de la raiz cuadrada de 3.28.

Notar que la expresion analitica es aproximada, y no es valida en la vecindad

¢ . .
cercana a Iy pe i = IMECmar- Ver [8] seccion 4 subseccion 2.

3.2. Optimizacién usando teoria de control

Primero definimos nuestra funcién objetivo usando la funciéon de po-
tencia descrita en Pinto et al.[8] ecuacién 2.68 y agregando los controles
u = (Iypc, D), es decir vamos a controlar la toma de corriente eléctrica y la
alimentacion de las bacterias.

AHp, pr, Ynpin Ve
Th

(3.29)

Pype = Impc(€ — Eapplied) —

Probaremos que existe entonces un control éptimo u* = (1,50, D*).
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Potencia Eléctnca
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Figura 3.26: Potencia eléctrica para R;,; = 20 y variando 0 < I <0.033

Corriente elécirica dptima {A)
o
1

B
Tiempo (d)

Figura 3.27: Corriente éptima para R;,, = 20, 10, 50, 100

3.2.1. Existencia de control é6ptimo u*

Primero notemos que la potencia es mayor a cero cuando 0 < Iy gc,
Eopplica < & (solo trabajaremos con Iy/pc positiva) y

AHp, pr, Ynpin Ve
Th

< IMEC’(€ - Eapplied)

AHHQPHQYthVr

Notemos que el término llega a su minimo cuando x;, =

T
Xmaz,2 ademds que muchos autores descartan este término por no ser sig-
nificativo por tanto, nos fijamos en el término Iypc(§ — Eapplied) €ntonces,
usando la definicién de voltaje aplicado 3.17 en términos de corriente Iy pc
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Figura 3.28: Voltaje aplicado éptimo para R;,; = 20, 10, 50, 100
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Figura 3.29: Potencia eléctrica éptima para R;,; = 20, 10, 50, 100

y de la resistecia interna R;,; tenemos la desigualdad

§+ Ecer
Rint

y que el control D solo puede tomar dos valores D = {0,1}, 0 si no hay
alimentacion y 1 si hay alimentacién en la celda.
Notemos que

0<Iygc <

)
int

E
ue K = {(IMEC,DMO < Iuype < “Rﬂ D = {0, 1}} C R2
y definimos

d(u) = Inpc(§ — Eapplied) (3.30)
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y sea
) (3.31)
E.
Teorema 2 Para (§—Eappiiea) > 0 eziste control optimo u* = (’SgRﬂ, D*),
int

y existe el supremo ¢(u) y esta definido como

(£ — Ecpr)®

d pu—
4Rint

donde D* es el control de llenado para hacer M,, ~ 0

Demostracion. Como suponemos que M,, ~ 0 entonces, neon. ~ 0y ademéds

E
con esto tenemos, ¢(0, D) =0, ¢ (%i, D> =0y que ¢ > 0 cuando
int

E
0 < Iype < o LeBr
Rint

§+ Ecer

int

entonces, como ¢ es continua en el intervalo cerrado [0, } y diferen-

. +E . (.
ciable en (O, gRﬂ), por el teorema de Rolle existe el maximo, en este
int
caso el supremo. Ahora con el control D*, vy usando la funcién de potencia

en términos de corriente tenemos

¢ = Inpc(§ — Ecer — RindlvEc)
derivando esta tultima ecuacién con respecto al tiempo

9¢

Ol vpe

=& — Ecopr — 2Rl yec

e igualando la derivada = 0 y despejando Ij;pc tenemos

MEC

C o §+ Ecer
e =g
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E
como existe el maximo y el valor de g—;}gﬂ € K hace cero la derivada
int
parcial entonces la potencia 6ptima ¢ es
Ivec
§+ Ecer (£ + Ecer)
= (e Ecpp — Ry O
o ( R §+ Ecer " OR,
§+ Ecpr §+ Ecer
= [ >===r E _ S " BCOEF
( 2 Riny ¢+ Fosr 2
_ €+ Ecpr)®
4Rint

Lo que termina la demostracion.

Por tanto tendremos una potencia 6ptima cuando zj, = X422 ¥ cuando

la corriente sea
§+ Ecer

2Rmt
Una vez que se demostrd que existe el control éptimo se procedio a crear
un algoritmo en Matlab para simular la funcién objetivo dependiendo del
control u los resultados se muestran en la siguiente sudseccién.

Inec =

3.2.2. Algoritmo y simulaciones de la funcién objetivo

Se uso el siguiente algoritmo para desarrollar el programa y sacar las
simulaciones con valores iniciales dados.

i) Dar un control inicial uy que pertenezca a las restriccion.

ii) Calcular la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales del sistema
con el control ug.

iii) Calcular el control éptimo usando las restricciones.

Calcular la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales del sistema
con el control u, (es el control generado por u,_1).

v

~—

v) Calcular Py e = ¢(u) usando el control éptimo.
vi) Graficar las simulaciones.

Como se menciono anteriormente se saco un programa usando el software
MATLAB y el algoritmo anterior, las simulaciones fueron.
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_ Voltaje sptimo v
B &
T T

g
T

B

13
Tiempe (d)

Figura 3.30: Voltaje de salida de la celda con respecto al tiempo usando teoria
de control

uuuuu

Potencla dptima W

0
Tiempe (d)

Figura 3.31: Potencia eléctrica de la celda con respecto al tiempo usando
teoria de control
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]

886§ ¢

Sustrato mg A

2

8

2

&
Tiempo (d)

Figura 3.32: Sustrato en la celda con respecto al tiempo usando teoria de
control

Mediader

-3
Tiempo (d)

Figura 3.33: Mediador en la celda con respecto al tiempo usando teoria de
control
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I : T T ! == Anodohile |
= e Anniophilic
. : : s [ AN ORI

bacterias

&
Tiempo (d)

Figura 3.34: Microorganismos en la cdmara anddica con respecto al tiempo
usando teoria de control

3.3. Conclusion

Como vemos se hace una analisis matematico a una variante del modelo

presentado en Yhaya et al [17] como se realizo en el modelo de Pinto et al.
[8]. Antes de comenzar el andlisis matematico, primero se comenzo acotando
las soluciones para darnos una idea de como se comportan los componentes
organicos de la MEC conforme va pasando el tiempo, posteriormente se reali-
zo un analisis de sensibilidad para ver que tan influyentes son los parametros
estimados en el modelo de la MEC usando diferentes métodos y criterios
definidos en la literatura una vez hecho esto se comenzo hacer el analisis
matematico, se obtuvieron los puntos de equilibrio del sistema de ecuaciones
diferenciales de las dos poblaciones de microorganismos en el anodo y como
su estabilidad se relaciona con la produccién de corriente y la composicién de
la biopelicula (como compiten estos dos distintos microorganismos entre ellos
y cual es la especie dominante dependiendo de la produccién de corriente de
MEC).
Como se relaciona el crecimiento de las bacterias hidrogénicas con el cre-
cimiento de las bacterias electrogénicas y por tanto el crecimiento de estas
bacterias esta relacionado al produccion de hidrogeno en la cdmara anddica,
se concluye también la expresion de corriente para la potencia optima en este
modelo para la MEC.
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La expresién analitica para la produccion de una MEC es una funcién de
la resistencia interna del reactor. Para terminar el capitulo se uso teoria de
control para encontrar la potencia éptima de una manera distinta a la que
se realizo para dar la potencia en términos analiticos, Entre las dos opti-
mizaciones hechas en este capitulo se sugiere tomar la de teoria de control
ya que se usa controles que son muy comunmente aplicados a alguna MEC
mientras que la otra optimizacién requiere muchas hipétesis y algunas de
ellas son muy dificiles de aplicar a una MEC, como suguiere Pinto et al.[8]
este trabajo puede ser extendido a las MFCs.

En el siguiente capitulo se andliza de manera similar otro modelo variando
la definicién de «;q y usando los puntos de equilibrio de cuatro ecuaciones
diferenciales, al final se comparan las simulaciones de los modelos estudiados
en este capitulo y el siguiente.
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3.4. Valores de los parametros y valores ini-
ciales
Parametro Descripcion Valor
Homaz,m Méx. tasa de crecimiento de micro. metano. .3/d
Hmaz,e Maéx. tasa de crecimiento de micro. electro.  1.97/d
Hmaz,h Max. tasa de crecimiento de micro. hidro. 5/d
Gmaz,e Maéx. tasa de consumo S de micro. metano. 14.12 mg A/mg x d

Maéx. tasa de consumo S de micro. electro.
Tasa de decremento de micro. electro.
Tasa de decremento de micro. metano.
Tasa de decremento de micro. hidro.
Constante de tasa media de micro. electro.

Constante de tasa media de micro. metano.

Constante de tasa media del mediador
Saturacion en el agua

Constante de tasa media

Eficiencia sin deminsiones del catodo
Constante de gas ideal

Temperatura de la celda

Numero de electrones por mol de Hy
Constante de Faraday

Presién del compartimiento anddico
Mediador total

Produccién de mediador oxidado
Masa molar del mediador

Volumén del compartimiento anddico
Condicién inicial del sustrato
Condicién inicial de micro. metano.
Condicion inicial de micro. electro.
Condicion inicial de micro. hidro.
Densidad de Hy

Combustion de entalpia Hy

13.14 mg A/mg x d
0.04 /d

0.01 /d

0.01 /d

20 mg A/L

80 mg A/L

0.01 mg M/L

1 mg A/L

0.001 mg/L

0.9 (-)

8.314 mly, moly, /atm K
298.15 K

2 mol./moly,

1.1165 A d/mol e

1 atm

800 mg M/mg x
34.85 mg M/mg A
66.3400 mg M/mol,,eq
10 L

2000 mg A/L

50 mg x/L

1 mg x/L

10 mg x/L

0.0824 mg Hy/ml Hy
141.85 J/mg Hy



Capitulo 4

Optimizacién de la potencia
eléctrica en un modelo de MFC
en un reactor de flujo continuo

En este capitulo trabajaremos con una variante del modelo propuesto
por [9] y [19], usando las ecuaciones 2.37 para el sustrato; 2.40 y 2.41 para
la poblacién de microorganismos de la celda con 2.46; 2.39 para el mediador;
2.43 para el voltaje de salida de la celda y 2.44 para la produccion de metano.
Por tanto nuestro sistema de ecuaciones diferenciales esta compuesto por las
ecuaciones 2.37, 2.40, 2.41 y 2.39. A lo largo de este capitulo se haran distintos
andlisis al modelo (sensibilidad, matematico, numérico y teorfa de control)
para poder obtener una potencia eléctrica 6ptima.

4.1. Analisis del modelo

En esta seccién se hace el andlisis matematico y un analisis de sensibili-
dad al modelo que describe el funcionamiento de las MFCs lo primero que
hacemos es acotar las soluciones bajo ciertas hipotesis, despues se hace el
andlisis de sensibilidad como fue descrito en [19],luego analizamos los puntos
de equilibrio de las ecuaciones que describen la dindmica de la celda y pos-
teriormente se optimiza la potencia eléctrica producida por la MFC usando
teoria de control.

72
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4.1.1. Acotamiento

En esta subseccién se probara que bajo ciertas hipotesis nuestro espacio
de soluciones estan acotado, es facil ver que el S esta acotada por la cantidad
maxima que puede contener el reactor de sustrato, z. y x,, por la cantidad
maxima de bacterias electrogénicas y metanogénicas que pueden acumularse
en la biopelicula y M,, por la cantidad maxima de medidor que puede con-
tener el reactor sin embargo no sabemos como son acotadas conforme pasa
el tiempo, este andlisis nos dara una idea de ello.

Primero notemos que dado el conjunto X = (S, z., ,, My,)T € R, podemos
escribir nuestro sistema de ecuaciones diferenciales como el vector

dS dzv. dw, dM,\"

F(X) = (Fi(X), B(X), FX), LX) = —, =5, —, —=
(X) = (00, R0, B FOOT = (57 e S T
donde F(X): Cy — R'y F € C®(R?), es facil revisar que F'(X) sea cual
sea el valor de X (0) € RY tal que X; = 0 entonces F;(X)|x,—o > 0 entonces
cualquier solucién con valor inicial en R? tiene que ser con X (¢) € R} para
toda t € R, es decir que nuestro sistema es invariante positivo [22], con este

hecho podemos sacar nuestro primer teorema.

Teorema 3 Sean los valores iniciales del sistema de ecuaciones diferenciales
de 2.37, 2.40, 2.41 y 2.39 pertenecientes a ]Ri y dada ag < x. entonces todas
las soluciones del sistema estan acotadas por la funcion

I 7t _q
Woe?t + (DSO + 2 MFC) (e )

mFvag Z
donde Wy = S(0) 4+ 2.(0) + 21,,(0) + Mo, (0) v Z = maz{ttmaz.es bmazm: 1}

Demostracion:
Sea W = S + x. + x,, + M,, por tanto,

dW dS n dx, n dx,, N dM,,
dt dt dt dt

dt
= —Gele — gmTm + D(SO - S) + Hele — Kd,exe - ane
I
Ty — Kgm@m — @Dz, — Yarqe + VIMFC
' mFvx,
YIvirc

< S + ,U/ma:p,exe + ,umax,mxm + Mo:v + DSO +

mFvag
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Sea Z = max{fimaz.es fmazm, 1} entonces

AW I
0<—t—ZWgDSO+7MFC

d mFvag

y de aqui tenemos que

(" )
Z

I
W < Wye?t + (DSO 4 JIMFC )
mEFvag

que es lo que se queria demostrar.
Bajo ciertas hipotesis mas fuertes se llega a que todas las soluciones del sis-
tema son uniformemente acotadas.

Proposicién 3 Sean los valores iniciales del sistema de ecuaciones diferen-
ciales de 2.87, 2.40, 2.41 y 2.39 pertenecientes a RY, si
(—Gmaz.e + tmaz.e)s (—Gmaz.m + Hmazm) < 0y si exiten ag y €9 mayores a cero
tal que ag < x. y

Gmaz,eS
S+ K, o) (K + Myy)

entonces las soluciones del sistema son uniformemente acotadas.

€y <
(

Demostracidn:
Sea W =S+ z, + x,, + M,, por tanto,

dW @+dxe+clzt_m+dMox
dt dt dt dt

dt
= —QTe — Ty + D(So — S) + pexre — Kgexe — aDx,
I
+mem - Kd,mxm - anm - YMQe + W—FC
mFvx,

COHlO (_qmaz,e + ,uma:v,e)a (_Qmaw,m + /Jlmaz,m) <0 y

Qmax,eS

<
O S+ Kao) (Ko + Myy)

entonces se sigue

YInre
mFvag

W< -5 — Kd,exe — Kdmxm — 60]\403j + DSO +
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Sea u = min{Kge, Kqm, €0, 1} entonces

YInre
mFvag

dWw
0<%+UW§DSO+

y de aqui tenemos que

(1—e 4

I
W < We ™ + DS, + (7 MFC)
mFvag

1 1
entonces cuando ¢ — oo se tiene 0 < W < (7 MFC)

— que es lo que se
mFvag ) u
queria demostrar.
Por lo tanto si se cumplen las la hipdtesis de la proposiciéon 1 las soluciones del
sistema de ecuciones diferenciales con valores iniciales en Ri estan confinadas
a la region

YImre
{<S7 x€7xm7Mom) & Ri . W = (—

mEvag

>1+§Para§>0}
u

4.1.2. Analisis de sensibilidad

En esta subseccion aplicamos un analisis de sensibilidad de nuestro mo-
delo. Tomaremos como parametros de salida las ecuaciones 2.43 y 2.44

y(t) = g(t,z,ini,0) = (Epu, Qena)” (4.1)

Donde t es el tiempo, x son las variables de estado (S, x., T, M), ini
los parametros iniciales del experimento, y los parametros de salida, y 6 los
parametros estimados. Los parametros estimados que trabajamos en este do-
cumento son ¢magz,es Gmaz,ms Y M Ychd-

Procederemos a analizar la sensibilidad local del sistema, para hacer eso
usamos la ecuacion 3.2 para crear la matriz de sensibilidades

0 0 0 0

SMO:):
) TV qmTmV

Se =
00 (Yeu,) <(S+Ks)(Mox + Kopn)

(4.2)

La norma de cada columna j de la matriz de sensibilidades Se da una idea
de la importancia del pardmetro estimado ¢; en el valor de los parametros
de salida. Para ver que tan sensible son los parametros de salida se uso la
metodologia descrita en [20] entonces sacamos los valores propios de la matriz
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cuadrada A = (Se)TSe y por tanto A es igual a la matriz de cero en todas
sus entradas

0000

0000

Usando el criterio D y E descrito en [20] tenemos que la sensibilidad esta re-
lacionada con el determinante de A y el minimo del conjunto {1, A2, Az, Ay}
entonces como el det(A) = A\ A A3Ay = 0 por tanto el criterio de D nos dice
que los parametros de salida no son sensibles localmente a un cambio en sus
parametros y el min{A, Ao, Az, Ay} = 0 se llega a la misma conclusién con el
criterio E.

Luego usando las ecuaciones diferenciales 3.5 y 3.6 se obtuvieron las dinami-
cas de las sensibilidades de cada parametro estimado en la funcién de salida
y solucién que influye para posteriormente simularla. Las ecuaciones diferen-
ciales y sus respectivas simulaciones fueron.

anh4

= Yeu,gmV
anaz,m il

Dias q

s, m

Figura 4.1: Dindmica de (Qcna con respecto a gmazm v €l tiempo d
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anhéL

= memv

Yen,

Dias

Figura 4.2: Dindmica de () 44 con respecto a Y 4 y el tiempo d

anut
Y

=0

Dias ¥

Figura 4.3: Dindamica de FE,,; con respecto a Yj; y el tiempo d
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a( a5\ (S Mo . . 08
ot anax,e B KS + S KM + Mox ‘ e aqmaz,e ‘

q
Dias s

Figura 4.4: Dindmica del sustrato con respecto a gz y €l tiempo d

I p—
I —
=
o T e
T
o, 0~
00—
B
700 —

800 -4 =

900 = L
n

Dias q

Figura 4.5: Gréfica para la ecuacién diferencial 1,
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0 (OMu\ _ S M., oM,
ot 8qmax,e B M KS + S KM + Moaz v 8qma:c,e.

Dias

Figura 4.6: Dindmica de M,, con respecto a Gmaz.e ¥y €l tiempo d

Dias

qn]ﬁ&.e

Figura 4.7: Grafica para la ecuacién diferencial g
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O (95 N__(_5_ R
ot 8Qmax,m B KS + S Hm €0 = aqmaw,m ‘

Dias
qmav.m

Figura 4.8: Dinamica del sustrato con respecto a gmaqm y €l tiempo d

Dias

qmax.ln

Figura 4.9: Grafica para la ecuacién diferencial ys3
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2 6Mox _ con o 6Mox
at - q@ y4 - .

Yy

Dias ¥

Figura 4.10: Dinamica de M,, con respecto a Yj; y el tiempo d

Figura 4.11: Grafica para la ecuacién diferencial y,

81
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Se trabajo de igual manera con la elipse de confianza la cual nos indica
con que confianza los datos deberan de estar en dicha elipse dependiendo del
nivel de confianza, se creo un programa que nos grafica la elipse de confian-
za, tomando como centro de la elipse las medias de los respectivos datos y
relacionamos la matriz de covarianza con la elipse con su respectivo grado de
confianza, las matrices de covarianza y centros se suponen con distribucion
normal las simulaciones se muestran acontinuacion.

Para los parametros ¢maz.e ¥ @maz,m

_ (05454 04832, _ (1314
covar =1 9.4832 1.5143 —\ 1412

185~

128 ! !
15 12 285 3 128 4 145

max. e

Figura 4.12: Elipse para los parametros ¢maz.e ¥ @maz,m
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Para los parametros ¢maz.e ¥y Y

_ (05454 03285, _ (1314
covar=-10.3285 1.7979 —\ 3485

Anaxe

Figura 4.13: Elipse para los parametros gmaz.e ¥ Y

Para los parametros ¢maezm y Yu

0.6248 1.7979

34.85

< 0.5143 0.6248 ) ( 14.12 )
covar = C =

Figura 4.14: Elipse para los parametros ¢mazm ¥ Yu

83
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Para los parametros Yy v Yena

_ (07979 04846\, _ (3485
cCovar=1\"0.4846 1.7306 -

0.28

Figura 4.15: Elipse para los parametros Ya; y Yens

4.1.3. Analisis de los puntos de equilibrio

En esta subseccién analizamos los puntos de equilibrio del sistema de
ecuaciones diferenciales dadas por las ecuaciones 2.37, 2.40, 2.41 y 2.39, es-
tudiamos el caso cuando la biopelicula esta cubierta completamente ya que
en ese caso el sistema de asimila al sistema trabajado en el capitulo 3, y se
analizan en que caso los puntos de equilibrio son estables.

Como estudiamos el caso cuando la biopelicula cubre completamente el ano-
do, entonces x, + Ty, = Xynae ¥ POr tanto oo = 1/2.
Con estas hipdtesis los dos puntos criticos son p; = (wy,ws2,0,ws) y p2 =

(¢17 ¢27 ¢37 ¢4) donde

o — GSO — "}/[MFC Wy — 2’)/IMFCVJmax,e
! a ’ 2 Yvaqmax,e<D + 2Kd,€)
K,,(A—B
o (A-B)

(A — B) + pmaz.evIvre — 21maz,eSo)

B —Ksm(2Kgm + D)
B _z,umax,m + (2Kd,m + D)

_ 2’}/[MFC,Uma:r,e
YMFV Gaz.e(D + 2K4,.)

¢1 ) ¢2
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by = C—-F

o (_Qﬂmax,m+2Kd,m+D)G
5 _Km(H—L)
' N+L-H

Donde a, A, B, C', E, G, H y L son las siguientes ecuaciones

a=YmFVD s A= 2Kd,e'YIMFC’ + D'Y[MFC

B = aDK,, +2aDSy + aDSy + 2Ky K, .aY

C = CLDK&m + aDSO + QCLKS’mKdJn + 2CLS[)Kd7m + QW/IMFC,umaz,m

E = D’YIMFC + 2a‘S’O,u’rnaw,m + 2/)/IMFC'}(d,m

2K g+ D

G = GmazmY MFV ( o

)

H = 4Kd,e(Ks,eﬂma:t,m—i_Ks,mKd,m)+2D(Kd,eKs,m+Ks,eumax,m+Ks,mKd,m)+D2Ks,m

L=K, (4K4.Kgm +2K4.D + 2K4,,D + D?)

N = 4lumax,eKs,mKd,m + 2Mmam,eKs,mD

Usando un andlisis de estabilidad lineal, usamos la matriz jacobiana de
4 x 4 sacadada del sistema de ecuaciones diferenciales 2.37, 2.40, 2.41 y 2.39.

f11 12 f13 f14

21 22 0 f24
J(S, Te, Ty Myy) = (4.3)
310 f33 0

FAl 42 0 f44

Donde
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_QW’Lal? CMOZUKS e‘/L‘e Qmaa: mImKS m
11 = i i _ , m D
I = R M) (RKoe + SE  (Kum + 5
—Gmazx eSMo:c Qmazx mS
12 = : . f13 = - Jmazmo
= R M) Feet5) TP Wt 9)
—Gmazx eSKmxe Hmazx Mo K ee
14 — 2 21 — P »
M= R M p (Kot 8) 2 T o+ M) (Ko 1 57
D Pmaz,e S KmTe
92 = jto — Ky — = . f24= :
f22= pte = Kae =5 P = R M (s, 1 9)
/‘L’maz mKS mxm D
1= : - = Hm — K m 5
I = Ko+ 5P I = o =y
—Qmaz eMo;rKs eY _/VIMFC’
41 = ’ ’ 49 = —1Mre
! (K + Moy)(Kge + 5)2 / mFV x?
f44 _ _Qmax,eSKmY

(Km + MO$>2(KS,6 + S)

La matriz jacobiana 4.3 en el punto p; es dada por

g1 Gg12 913 Ju4

921 G2 O g
J(UJl, w2, 07 w3) =
0 0 g3 O

gu1 gaz 0 gu
Donde

A— B)K, I
g = ( JKserlure - D

—~] 2
(aSo — YInre)YmMFV (D + 2K .) <K57e + (aSo ;’ MF(]))

Qma:r:,e(A - B) gi3 = Qmax,m(aSO - ’YIMFC)
) 13 — —
aKs,e + CLS[) - ’YIMFC)(Q,umax,e) (aKs,m + CLS() - F}/IMFC)

g12 =
(
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_ —2((15’0 - /YIMFC)KmFy[MFC,umaz,e
YmFV(D +2K,.)(DEN)(aK;e + aSo — vImpc)

g14

_/fLmax,e(A - B)Ks,efY[MFC

g21 = (a5 7 ) 3
a J—
(aSO - '.)/IMFC’)YmFVQma:c,e(D + 2Kd,e) (Ks,e + 0 ;/ MEC )
A—B D
922 = — ( ) —Kje— —
2<GKS76 + (ISO - ’}/IMpc) 2
B 211200 (@S0 — Vo) KmyInre
P4 = YiFV(D + 2K4,)(DEN)(aKs. + aSo — vIarc)
o ,Umax,m(aSO - ’}/IMFC’) D
g33 = — Kgm — —
(aKS,m + &SQ — ’YIMFC) 2
Qmaz,e<A - B)Ks,ey
Ga1 = (S0 — 1 ) 3
2Mmax,e(7[MFC - CLSO) (Ks,e + 0 J MEC )
o mFVYZQiLa:c,e(D + 2Kd7€)2 o _Qmaa:,e(aSO - 'YIMFC)KmY
a2 = 4(YIMmFeH20n.e) P gu= (DEN)(aKse + aSo — vImrc)
Donde
K.(A-B 2
DEN = (Km + m(A = B) )
(_A + B + Q’VIMFC’#maxﬁ - 2,Umacrz,ea‘S'O)

La matriz jacobiana 4.3 evaluada en el punto p; tiene el polinomio carac-
teristico

P(X) = (A= g33) (X’ + p1A? + pad + p3) (4.4)
Donde

p1 = —(g11 + go2 + Gaa)
P2 = 11922 + 911944 + 922914 — (Ga2924 + 921912 + Ga1914)
P3 = g11942924 + 921912944 + Ga1914922 — (921942914 + Ja1912924 + G11922944)
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Teorema 4 FEl punto de equilibrio py es estable si se cumplen las siguientes
condiciones

i) g33 <0
i) —(g11 + g2 + gas) > 0
1) g11942924 + 921912944 + ga1G14922 > G21942914 + ga1G12924 + 11922944
iv)
911914(911+911) — (911922+911944) (911 G22+9aa) +(ga2g2a—g22944) (g22+gaa) +7€s > 0

Donde
res = g21942914 + 941912924

Demostracion: Primero, notemos que una raiz del polinomio 4.4 es

A = ¢33

por lo tanto, para que sea estable p; se debe de cumplir que A < 0 entonces
debe de ser g33 < 0 y asi se tiene la primera condicion para obtener la
segunda, tercera y cuarta condicion analizamos el polinomio de grado tres

AP+ 1A% + pad + ps

usando el criterio de Routh-Hurwitz para un polinomio de grado 3.

p1 > 0 (primera condicién del criterio de Routh-Hurwitz para un polino-
mio de grado 3) entonces debe de ser —(g11 + goo + gaa) > 0.

p3 > 0 (segunda condicién del criterio de Routh-Hurwitz para un polino-
mio de grado 3) entonces debe de ser

911942924 + 921912944 + Ga1914922 > G21942914 + Ga1912924 + G11922944

p1p2 > p3 (tercera condicién del criterio de Routh-Hurwitz para un poli-
nomio de grado 3) eliminando terminos y factorizando el residuo de la resta
tenemos la cuarta condicién. Lo que termina la demostracién.

Se muestran cinco simulaciones que muestran el comportamiento del pun-
to estable p; cuando este es estable desde diferentes pesperctivas de las so-
luciones del sistema, se fueron variando los valores iniciales de las bacterias
electrogénicas, metanogénicas y el mediador oxidado.
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Figura 4.16: Simulacién del punto de equilibrio p; estable con ejes del sus-
trato, bacterias electrogénicas y bacterias metanogénicas.

Para hacer un analisis mas profundo del punto de equilibrio p; notemos
primero que todos los parametros que componen el sistema de ecuaciones son
mayores o iguales a cero, y que las funciones que componen a la matriz (4.3)
en p; varian de ser mayores, menores o iguales a cero dependiendo de que
valor tomen (A — B), (aSo — vIymrc), (aKse + aSo — vIyre) y (—A+ B+
29I\ Fe fmaz,e — 24bmaz,e@So) por tanto al analizar las funciones centrandonos
en estos valores y aplicando el Teorema anterior podemos saber en que casos
el punto p; es inestable.

Lema 6 FEl punto de equilibrio p, es inestable cuando se cumple alguna de
las siguientes condiciones:

i) (aSo —vIpmrc) =0
i) (aKse+aSy—vIvpe) =0
ii) (=A+ B+ 2yIyvpofimaz.e — 2Mmaz,e@So) = 0
i) (A—B) =0, (aSo —vImrc) <0y (aKse +aSy — vIpre) >0

Demostraciéon: Observemos primero cuando se cumplen los tres prime-
ros casos del lema es decir si (aSy —vIprc) =0, (als .+ aSo — vIyrc) =0
6 (—A+B~+2v1ypc tmaz.e — 2Mmaz.eS0) = 0, entonces se indeterminan gran
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Figura 4.17: Simulacién del punto de equilibrio p; estable con ejes M,,, bac-
terias electrogénicas y bacterias metanogénicas.

parte de nuestras funciones que componen a la matriz 4.3 en p; haciendolo
inestable.

Para la condicién (iv) si (A—B) =0, (aSo—vIymrc) <0y (aKse+aSy—
YImrpe) > 0 entonces, gia, 921, ga1 = 0, 911, 922, Ga2, Goa < 0y g1a, gaa > 0,
aplicando el Teorema 3 se llega a la conclusion de que p; no es estable ya
que se contradice la tercera condicion de este Teorema. Lo que termina la
demostracion del lema.

Observemos que la segunda, tercera y cuarta condicién del Teorema 3
solo dependen de las funciones agi1, 912, 914, 921, 922, 924, Ga1, 942 'Y Gaa- Esta
observacién tuvo como consecuencia otro resultado el cual fue que existen
casos en los cuales se tienen el mismo valor las funciones de la matriz 4.3 en
el punto pl ya sean positivo, negativo o cero.

Corolario 1 Los casos donde los valores de las funciones de la matriz 4.3
en py coinciden en signos ya sean positivo, negativo o iqual a cero son

Caso 1 (A—B) >0, (aSo —vIprc) >0
y(A—B) <0, (aSo —vImrc) <0, (aKse+aSy—vIyre) <0
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Figura 4.18: Simulacién del punto de equilibrio p; estable con ejes del sus-
trato, M,, y bacterias electrogénicas.

Caso 2 (A—B) >0, (aSo — vImrc) <0, (aKse+aSy — vIpmre) <0
Y (A— B) <0, (CLSO —’y]Mpc) >0

Caso 3 (A—B) =0, (aSo —vIyrc) >0
y(A—B) =0, (aSo—vImrc) <0, (K +aSy—vIyrce) <0, en este
caso py solo debe de cumplir la condicion i) del Teorema 3.

Demostracion: La forma para llegar a este resultado es observar que
valor ya sea positivo, negativo o cero tomaban las funciones ¢11, 912, 914, go1,
922, G24, Ja1, a2 vV gasa dependiendo cual sea el caso.

Entonces cuando (A— B) > 0, (aSo—vIymrc) > 0y g1 < D tenemos que,
911, 914, 921, 922, Ga2 5 Gaa < 0y G12, g2a 'y ga1 > 0.

Si g1 > D entonces, gi11 > 0, gi4, 921, G22, a2 , Gaa < 0y g12, Goa ¥ ga1 > 0.
Donde,

(A— B)KvInre

g1 =

aSy — I 2
(aSo = Y)Y mEV (D + 2K, (Ks,e + (s J MFC))
Si(A—B) >0, (aSo—vIymre) <0, (aKse+aSy—vIyre) < 0 entonces,

911, 912, 914, 941, 942, Jaa < 0y 921, 922, Go4, a1, Ja2, Gaa > 0
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Figura 4.19: Simulacion del punto de equilibrio p; estable con ejes del sustrato
y bacterias electrogénicas.

Si (A—B) <0, (aSy—vImrc) >0y g2 > Kq.+ D/2 entonces, g11, g12,
914, 941, Ga2, Gaa < 0y g21, G22, Gou, Ga1, Ga2, Gaa > 0.
Si g2 < Kgum + D/2 entonces, gy < 0, y se cumple g11, G12, 914, a1, Ga2,

9aa <0y g21, 924, a1, Ga2, Gaa > 0.
Donde

(A-DB)
Q(GJK&e + CLSO — ’)/IMpc)

g2 = —

Si(A—B) <0, (aSy—vImrce) <0, (aKse+aSy—vIyre) <0y g1 <D
tenemos que, g11, 914, 921, 922, 942 5 Jaa < 0y 12, goa y ga1 > 0.
Si g1 > D entonces, gi1 > 0, gi4, 921, G22, a2 , Gaa < 0y g12, Goa ¥ g1 > 0.

Sl (A - B) = 0 y (a’SO - fyIMFC) > O eIltOIlceS, 9127 9217 g41 = O7 9117 9227
914, 942, Gaa < 0y gog > 0.

Si(A—B) =0, (aSo—vImrc) <0y (aKse+aSo—vInrce) < 0 entonces,
912, 921, 941 = 0, g11, 922, G4, Ga2, gaa < 0y gas > 0.

Como podemos observar el caso (A—B) > 0, (aSy—7Iprc) > 0 coincide
con el caso (A— B) <0, (aSo — vImrc) <0, (aKse +aSo — vIyrce) < 0.

il
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Figura 4.20: Simulacién del punto de equilibrio p; estable con ejes del sustrato
y bacterias metanogénicas

El caso (A — B) > 0, (aSy — vIurc) < 0, (aKse + aSo — vIyrce) < 0
coincide con el caso (A — B) <0, (aSy — vIymrc) > 0.

El caso (A—B) =0, (aSo—~Iprc) > 0 coincide con el caso (A—B) =0,
(aSO — ’Y[MFC> <0, (CLKS,S -+ CLSO — ”YIMFC> < 0.

En el caso 3 cuando (A — B) =0, (aSy — vIpyrc) > 00 (A— B) =0,
(aSo — vImrc) <0, (aKse + aSy — vIymre) < 0 se puede reducir la tercera
y cuarta condicion del Lema como

1) g42924 < G22944

iv) (ga2924 — 922944)(g22 + gaa) > (911922 + G11944)(g11 + G22 + Gaa)

y ver inmediatamente que p; es estable si se cumple la condicién i) del Teo-
rema 3.
Lo que finaliza la demostracion del corolario.

Se finaliza el andlisis del punto de equilibrio p; mostrando en que casos
se puede dar la estabilidad

Observacién 1 Ezisten cinco distintos casos donde se puede dar la estabi-
lidad del punto de equilibrio de p;.
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Caso 1 (A — B) >0, (CLSO — ’Y]MFC) >0
Y (A — B) < 07 ((ISO — 'VIMFC) < 0, (CLK&G + (ISO — ’}/IMF(j) <0
Caso 2 (A—B) >0, (aSo — vImrc) <0, (aKse 4+ aSo — vIpre) > 0

Caso 3 (A—B) >0, (aSo — vImrc) <0, (aKse 4+ aSy — vIpre) <0
Y (A— B) <0, ((ISO —’}/IMpc) >0

Caso 4 (A—B) <0, (aSo — vImrc) <0, (aKse + aSo — vIprc) >0

Caso 5 (A - B) =0, (CLSO - ’}/IMpc) >0
y (A—B) =0, (aSo — vImrc) <0, (aKse + aSy—vIyre) <0,

De manera similar analizamos el segundo punto de equilibrio via andlisis
de estabilidad lineal. Primero evaluamos el punto de quilibrio ps en nuestra
matriz jacobiana para tener la siguiente matriz

hll h12 h13 h14

h21 h22 0 h24

J(¢1, G2, 3, Ps) =
hsi 0 hss O

har haa 0 hyy
Donde

hii = hi +hy — D

Qmaw,eKs,m(2Kd,m + D)(H - L)
(KS,e(_,U/maac,m + 2Kd,m + D) — Ks,m<2Kd,m + D))(N)

h12 =

Qmax,m(QKd,m + D)

_,umax,m

his =

2}(S,’rn(ZI(d,m + D)Kmry]MFCMmax,e
(DENQ)(K5,6<_Mma$,m + 2Kd,m + D) - Ks,m(de,m + D))

h14 =

2lugnaw,e(H - L)Ks,eVIMFC
Ko (2Kym + D) )2
—Hmaz,m + 2Kd,m + D

h21 =

YmFUQma:c,e(D + 2Kd7e)N (Ks,e -
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1
hae = h3 — Kae — 5D

2“%1ax,eKS,m(2Kd,m =+ D)KmeIMFC

hot = —
“ qmaa:,e(DEN2)(Ks,e(_ﬂmax,m + 2Kd,m + D) - Ks,m(2Kd,m + D))
ﬂmam,mKs,m(C - E)
i = Kop(2Kgm + D) \°
- mazm+2Km+DG Ksm_ 2 d.m
( s 7 @ ) ( ’ —Hmaz,m + 2Kd,m + D)
1
hss = Kqm + §D
_Qmax,e(H - L)Ks,ey
h41 = 2
N (K K m(2Kym + D)
. —Hmaz,m + 2Kd,m + D
A 1 vaYQq?mx’e(D + 2Kd,e)2
RV YIMFCHE 4z e
h Qmax,eKs,m<2Kd,m + D)Kmy
44 — 2
km(H — L)
k N . T 17 Kse_ max,m 2Km D _Ksm 2Km D
(1m0 (ot + 2+ D)~ Ko 2 + D)
Donde
hy = _<2<H — L>>Ks,ePYIMFCﬂmax,e
L= 2
K m(2Kgm + D) )
YmFv(D+2K;.)N | K,. — : :
( & ) ( 7 (_,umax,m + 2Kd,m + D)
ma:cm C E
hy = — g

sm(QKdm+D) )2

— Mmax,m 2K m D Ksm
(“tmazim + 2Mam + ( ~fimazn + 2Kam + D

2(H — L)
hy = —
Ks,e(_,umax,m + 2[(d,m + D) Ks m(2Kd,m + D)
Kn(H—L)\?
= Fu(D + 2K, K _—
DEN; = YmFu(D + dye)( m+N+L—H>
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La matriz jacobiana 4.3 evaluada en el punto p, tiene el polinomio carac-
teristico

POA) = M4 TN TN + TN+ Ty (4.5)

Donde
I'y = —(hi1 + hag + hao + hs3)

[y = hy1(hog+hss+has)+hoo(hss+has)+hsshaa— (hsihis+ha hiathashos+ho hio)

['s = hghia(hss + hoa) + horhia(hss + haa) + haohos(hin + hss) + hgihis(haa + haa)
—(h11hoa(hss + haa) + harhashis + hazhiohos + hashas(hin + hag))

L'y = hothashishss 4+ hsihaghishos + hiihoahsshas + haihighoshss
—(hs1hishaohas + haihiahashss + hiyhashoshss + horhiohsshag)

Ya que hemos definido el polinomio caracteristico de la matriz 4.3 en el
punto de equilibrio p; podemos determinar bajo que condiciones p, es estable.

Teorema 5 El punto de equilirio py es estable si se cumplen las siguientes
condiciones

i) 1 >0
ii) T's >0
iii) Ty >0
w) T1TyTs > T2 4+ 2T

Demostracion: Usando el criterio de Routh-Hurwitz tenemos que p, es
estable si se cumplen las 4 condiciones descritas en el Teorema. Con esto se
termina la demostracién.

A continuacién se muestran cinco simulaciones que muestran el compor-
tamiento del punto de equilibrio py cuando este es inestable desde diferentes
pesperticvas de las soluciones del sistema, se fueron variando los valores ini-
ciales de las bacterias electrogénicas y el mediador oxidado.

Para hacer un analisis mas profundo del punto de equilibrio p, notemos
que todos los parametros que componen el sistema de ecuaciones son mayores
o iguales a cero, y que las funciones que componen a la matriz (4.3) en ps
varian de ser mayores, menores o iguales a cero dependiendo de que valor
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Figura 4.21: Simulacion del punto de equilibrio py inestable con ejes del sus-
trato, bacterias electrogénicas y bacterias metanogénicas.

tomen (H — L), (C — E), (tmazm + 2Kim+ D)y

(Ks.e(ftmazm + 2Kam + D) — K1 (2K4,m + D)) por tanto al analizar las
funciones centrandonos en estos valores y aplicando el Teorema 3 podemos
saber en que casos el punto p, es inestable.

Lema 7 FEl punto de equilibrio py es inestable cuando se cumple alguna de
las siguientes condiciones:

Z) (,uma:p,m + 2Kd,m + D) =0
“) (Ks,e(,umaz,m + 2Kd,m + D) - Ks,m(ZKd,m + D)) =0

Demostracion: Cuando se cumplen alguna de las dos condiciones del
lema es decir si (tmazm + 2Kam + D) =06
(Ks e(tmazm + 2Kam + D) — Kg (2K, + D)) = 0, entonces se indetermi-
nan gran parte de nuestras funciones que componen a la matriz 4.3 en p
haciendolo inestable. Lo que termina la demostracion.

Notemos que la funcién hqs, hye < 0, y las funciones hzz > 0, esta ob-
servacion nos fue 1til en el siguiente resultado el cual se resume en que que
existen casos en los cuales se tienen el mismo valor de las funciones de la
matriz 4.3 en el punto p, ya sea positivo, negativo o cero.
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Figura 4.22: Simulacién del punto de equilibrio ps inestable con ejes M,,,
bacterias electrogénicas y bacterias metanogénicas.

Corolario 2 Los casos donde los valores de las funciones de la matriz 4.3
en py coinciden en signos ya sean positivo, negativo o igual a cero son

Caso 1 (H—L)>0, (C—FE)>0, (—tmazm +2K4m + D) >0,
(Kse(tmazm + 2Kgm + D) — Kg;n(2Kgm + D)) >0
Coincide cuando
(H-L)>0,(C—FE)<0, (—tmazm + 2Kg,m + D) <0,
(Ks,e(ﬂ'maa:,m + 2Kd,m + D) - Ks,m(2Kd,m + D)) >0

Caso 2 (H—L) >0, (C—FE)>0, (—tmazm + 2K4.m + D) > 0,
(Ks,e(l/lma:c,m + 2Kd,m + D) - Ks,m(2Kd,m + D)) <0
Coincide cuando
(H—L)>0, (C—-FE) <0, (—ttmazm + 2K4,m + D) <0,
(Ks,e(ﬂmam,m + 2Kd,m + D) - Ks,m(QKd,m + D)) <0

Caso 3 (H—L)>0, (C—FE)>0, (—thmazm +2Kqm + D) <0,
(Ks,e(ﬁbmax,m + 2Kd,m + D) — K&m(QKd’m + D)) >0
Coincide cucmdo
(H—1L)>0,(C—E) <0, (—tmazm + 2K4m + D) > 0,

(mazim + 2Kgm + D) — K, 1n(2Kgm + D)) > 0

(K
Caso 4 (H—L) >0, (C—E) >0, (—ftmazm + 2Kam + D) <0,
( se(ﬂmazm +2Kdm + D) Ks,m(de,m +D)) <0
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Figura 4.23: Simulacion del punto de equilibrio py inestable con ejes del sus-
trato, M,, vy bacterias electrogénicas.

Coincide cuando
(H—-L)>0, (C—-FE) <0, (—tmazm + 2Kqm + D) >0,
(Ks,e(,umax,m + 2[(d,m + D) - Ks,m(QKd,m + D)) <0

Caso 5 (H—L)>0, (C—FE)=0, (—tmazm +2K4m + D) >0,
(Kse(tmazm + 2Kam + D) — K (2Kgm + D)) > 0
Coincide cuando
(H-L)>0, (C—E)=0, (—ttmazm + 2Kam + D) <0,
(Ks,e(,umaz,m + 2Kd,m + D) - Ks,m(ZKd,m + D)) >0

Caso 6 (H—L) >0, (C—FE)=0, (—mazm + 2K4m + D) <0,
(Ks,e(/uma:c,m + 2Kd,m + D) - Ks,m(QKd,m + D)) <0
Coincide cuando
(H-L)>0, (C—E)=0, (—ftmazm + 2Kaqm + D) >0,
(Ks’e(,umax,m + 2Kd,m + D) — Ks,m(QKd,m + D)) <0

Caso 7 (H—L) <0, (C—FE)>0, (—thmazm + 2Kgm + D) >0,
(Ks,e(,umam,m + 2Kd,m + D) - Ks,m(de,m + D)) >0
Coincide cuando
(H—-L)<0,(C—-FE)<0, (—tmazm + 2Kam + D) <0,
(Kse(tmazm + 2Kam + D) — Kg(2Kgm + D)) > 0
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Figura 4.24: Simulacion del punto de equilibrio py inestable con ejes del sus-
trato y bacterias electrogénicas.

Caso 8 (H—L) <0, (C—FE)>0, (—tmazm +2Kgm + D) >0,
(Kse(ftmazm + 2Kam + D) — Kgm(2Kgm + D)) <0
Coincide cuando
(H—-L)<0, (C—EFE)<0, (—tmazm + 2Kaqm + D) <0,
(K e(tmazm + 2Kgm + D) — Kg;n(2Kgm + D)) <0

Caso 9 (H—L) <0, (C—FE)>0, (—thmazm +2Kqm + D) <0,
(Ks,e(ﬂmaz,m + 2Kd,m + D) - Ks,m(QKd,m + D)) >0
Coincide cuando
(H—-L) <0, (C—-FE) <0, (~tmazm + 2Kam + D) > 0,
(Ks.e(tmazm + 2Kam + D) — Ks (2K g + D)) >0

Caso 10 (H—-L) <0, (C—E) >0, (—tmazm + 2K4m + D) <0,
(Ks,e(ﬂmax,m + 2Kd,m =+ D) - Ks,m(2Kd,m + D)) <0
Coincide cuando
(H-L)<0,(C—EFE)<0, (—tmazm + 2Kgm + D) >0,
(Ks,e(//lmaa:,m + 2Kd,m + D) - Ks,m(2Kd,m + D)) <0

Caso 11 (H - L) <0, (O - E) =0, (_Mmax,m + 2Kd,m + D) > 0,
(Ks,e(ﬂ’ma:c7m + 2I(d,m + D) - Ks,m(deﬂn + D)) >0
Coincide cuando
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Figura 4.25: Simulacion del punto de equilibrio ps inestable con ejes del M,,
y bacterias electrogénicas.

(H-L) <0, (C—E)=0, (—tmazm + 2Kam + D) <0,
(Ks,e(,umam,m + 2Kd,m + D) — Ks,m(2Kd,m + D)) >0
(
(

Caso 12 (H—L) <0, (C—FE) =0, (—thmazm + 2Kgm + D) > 0,
Ks,e(ﬂma:c,m + 2}(d,m + D) - Ks,m(QKd,m + D)) <0
Coincide cuando
(H-L)<0, (C—E)=0, (—fmazm + 2Kam + D) <0,
(Ks,e(,umax,m + 2Kd,m + D) - Ks,m(2Kd,m + D)) <0

Caso 13 (H—L) =0, (C—E) >0, (—thmazm + 2Kgm + D) > 0,
(Ks,e(,umaz,m + 2Kd,m + D) - Ks,m(ZKd,m + D)) >0
Coincide cuando
(H — L) = O, (O — E) < 0; (_,Umax,m + 2Kd,m + D) < O,
(Ks,e(,umax,m + 2[(d,m + D) - KS,M(QKd,m + D)) >0

Caso 14 (H—L) =0, (C—E) >0, (—tumaz,m + 2Kam + D) > 0,
(Ks,e(,umax,m + 2[(d,m + D) - Ks,m(2Kd,m + D)) <0
Coincide cuando
(H-L)=0, (C—FE) <0, (~tmazm + 2Kam + D) <0,
(Ks,e(,umaa:,m + 2Kd,m + D) - Ks,m(2Kd,m + D)) >0

Caso 15 (H—L) =0, (C—E) >0, (—thmazm +2Kqm + D) <0,



102 CAPITULO 4. OPTIMIZACION DE POTENCIA MFC

(Ks.e(tmazm + 2Kam + D) — Ks (2K gm + D)) >0
Coincide cuando

(H-L)=0,(C—E) <0, (—tmazsm + 2Kgm + D) >0,
(K&e([tma%m + ZKdﬂn + D) — Ks,m(QKd,m + D)) >0

Caso 16 (H—L) =0, (C—E) >0, (—tmazm + 2Kgm + D) <0,
(Ks,e(ﬂmam,m + 2Kd,m + D) - Ks,m(QKd,m + D)) <0
Coincide cuando
(H—-L)=0, (C—EFE) <0, (—ttmazm + 2Kaqm + D) >0,
(Ks,e(ﬂmaz,m + 2Kd,m + D) - Ks,m(QKd,m + D)) <0

Caso 17 (H—-L) =0, (C—E) =0, (—tumazm + 2Kgm + D) > 0,
(Ks,e(l/lmaa:,m + 2Kd,m + D) - Ks,m(2Kd,m + D)) >0
Coincide cuando
(H—-L)=0, (C—FE)=0, (—ttmazm + 2Kam + D) <0,
(Ks,e(ﬂmaz,m + 2Kd,m + D) - Ks,m(QKd,m + D)) >0

Caso 18 (H—L) =0, (C—E) =0, (—tmazm + 2K4m + D) > 0,
(Ks.e(tmazm + 2Kam + D) — K 1 (2Kqm + D)) <0
Coincide cuando
(H—-L)=0, (C—FE)=0, (—tmazm + 2Kam + D) <0,
(Ky.e(tmazm + 2Kam + D) — Ky (2Kgm + D)) <0

Demostracion: La forma para llegar a este resultado es observar que
valor ya sea positivo, negativo o cero tomaban las funciones hiy, hia, hig,
ha1, hoo, hog, h31, ha1 v has dependiendo cual sea el caso.

Para el caso (H — L) >0, (C — E) > 0, (—ftmazm + 2Kam + D) > 0,
(Ks.e(tmazm +2Kam~+D) — Kg m(2K4,,+ D)) > 0 se tienen que las funciones
hll; hgg, h24, ]’L41 <0 y las funciones hm, h14, hgl, h31, ]’L44 > 0.

De manera similar se hace para el caso (H—L) > 0, (C—E) < 0, (—ftmazm+
2Kd,m + D) < 0,

(Ks.e(tmazm +2Kam~+D) — Kg (2K 4, + D)) > 0 se tienen que las funciones
h’lly h22, h24, hy <0 y las funciones hlg, h14, h21, h31, hys > 0 y notamos
que ambos casos coinciden por eso los relacionamos, de manera analoga se
hacen los casos restantes para tener las 18 relaciones descritas en el corolario.

Con el analisis realizado a los dos puntos de equilibrio del sistema de ecua-
ciones compuesto por las ecuaciones diferenciales 2.37, 2.39, 2.40 y 2.41 se
desarrollo un algoritmo y se programo en matlab, dicho programa nos indica
cuando los puntos de equilibrio p; y ps son estables o inestables dependiendo
de los valores de los parametros que tomen en el modelo.
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4.2. Optimizacién usando teoria de control

Potencla Eléctrica

Corrlente eléctrica

Tiempa (d)

Figura 4.26: Potencia eléctrica para Ry, = 20 y variando 0 < I <0.022 A

o
T

$

o
T

=
)
|

Comiente elécirica dptima (A)
i =

8

B
Tiempo (d)

Figura 4.27: Corriente éptima para R;,, = 20, 10, 50, 100

Primero definimos nuestra funciéon objetivo usando la funcién de po-
tencia descrita en Pinto et al.[8] ecuacién 2.45 y agregando los controles
u = (Ipype, D) Definimos nuestra funcién objetivo usando las variables y
controles

Pyre = InreEout (4.6)

Probaremos que existe entonces un control 6ptimo u* = (I}, D*).
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Figura 4.28: Voltaje de salida 6ptima para R, = 20, 10, 50, 100
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Figura 4.29: Potencia eléctrica éptima para R;,; = 20, 10, 50, 100

4.2.1. Existencia de control éptimo u*

Primero notemos que la potencia es mayor a cero cuando 0 < Iypco ¥
0 < E,u (solo trabajaremos con Iy, p¢ positiva) por tanto usando la definicién
de voltaje 2.43 en términos de corriente Iy;rc v de la resistecia interna R;,;
tenemos la desigualdad

E,
0<Iypc< ocr

int
y que el control D solo puede tomar dos valores D = {0,1}, 0 si no hay
alimentacion y 1 si hay alimentacién en la celda.
Notemos que

int

E
ue K = {(IMFC:D)|O < Iyrc < ;.CP’D = {071}} CR?
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y definimos

¢(u) = Inrc(Eout) (4.7)

y sea
d = sup,cxd(u) (4.8)

Eocp
2Rint ’

Teorema 6 Para E,,; > 0 existe control éptimo u* = < D*> , Y existe

el supremo ¢(u) y esta definido como

(Eocp)?

d p—
4Rint

donde D* es el control de llenado para hacer M,, =~ 0

Demostraciéon. Como suponemos que M,, ~ 0 entonces, eone ~ 0 y ademés

E
con esto tenemos, Py rc(0) = 0, PMFC( OCP) =0y que Pygc > 0
int
cuando .
0< Iy ec < ocr
Rint
. . Eocp
entonces, como Pyrpc es continua en el intervalo cerrado |0, = y con-
int

Eocp
Rint
el supremo. Ahora con el control D*, y usando la funciéon de potencia en
términos de corriente tenemos

tinua en (0, > , por el teorema de Rolle existe el maximo, en este caso

Pyre = Inrc(Eocp — Rintlvrc)

derivando esta tltima ecuacién con respecto al tiempo

0P,
M = Eoop — 2Rimidvro
Olnrc
. . OPyrc .
e igualando la derivada = 0 y despejando I;rc tenemos
dlnrc

. Eocp
IMFC - 2R .
1
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E
OCF ¢ K hace cero la derivada parcial

como existe el maximo y el valor de

OPyre
Ol yre

int

entonces la potencia optima Py rc es

E E
Pyrc = ( OCP) (EOCP—RM@>

2Rint 2Rmt

Eocp 5 _ Eocp

2Rin; ocp 2
(Eocp)?

4Rint

Lo que termina la demostracion.

Una vez que se demostro que existe el control 6ptimo se procedio a crear
un algoritmo en Matlab para simular la funcién objetivo dependiendo del
control u los resultados se muestran en la siguiente sudseccién.

4.2.2. Algoritmo y programa

Se uso el siguiente algoritmo para desarrollar el programa y sacar las
simulaciones con valores iniciales dados.

i) Dar un control inicial uy que pertenezca a las restriccion.

ii) Calcular la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales del sistema
con el control wuy.

iii) Calcular el control 6ptimo usando las restricciones.

iv) Calcular la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales del sistema
con el control u,, (es el control generado por u,_1).

iv) Calcular Pypc usando el control éptimo
vi) Graficar las simulaciones.

Como se menciono anteriormente se saco un programa usando el software
MATLAB y el algoritmo anterior.

Una vez que se finalizo el programa se sacaron las simulaciones, las cuales
son
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Voltaje éptime WV

B
Tiempo (d}

Figura 4.30: Voltaje de salida de la celda con respecto al tiempo

4.3. Comparacion numérica de los modelos
del capitulo 3 y 4

En esta seccién comparamos dos modelos de manera numérica, el primer
modelo es el mismo que el del capitulo 3 para MFC [8] el cual llamaremos
modelo 1 y el segundo modelo fue trabajado en este capitulo el cual definimos
modelo 2.

Se hicieron las simulaciones de ambos modelos y se compararon en un in-
tervalo de tiempo de 10 dias, posteriormente se sacaron los errores maximos
obtenidos de S, x., x,, , My € Inyype de cada modelo los resultados fueron
los siguientes

mazx|S; — Sa| = ,0482

mazx|xe, — Te,| = 1,6331

MAx| Ty, — Tom,| = ,0392

max| Mz, — Myy,| = 0,074
max\[MFc’l — [MFQQ’ = 1,8062 x 1076

Los subindices 1 y 2 hacen referencia al modelo del cual fueron sacado los
valores de cada variable.
Como podemos observar el error es casi imperseptible, es por tanto que si
alguno de los dos modelos modela bien un experimento el otro por tanto de-
beria de hacerlo también. Se termina la secciéon mostrando las simulaciones
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Figura 4.31: Potencia eléctrica de la celda con respecto al tiempo usando
teoria de control

de la comparacién los dos modelos.
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Sustrate

i Vo

&
Tiempo (d)

Figura 4.32: Sustrato en la celda con respecto al tiempo usando teoria de
control

4.4. Conclusion

Como vemos se hace una analisis mateméatico a una variante del modelo
presentado por Garrido et al [19] y Pinto et al. [8]. Antes de comenzar el anéli-
si matematico, primero se comenzo acotando las soluciones para darnos una
idea de como se comportan los componentes organicos de las MFCs conforme
va pasando el tiempo, posteriormente se realizo un anélisis de sensibilidad
para ver que tan influyentes son los parametros estimados en el modelo de
la MFC usando diferentes métodos y criterios definidos en la literatura una
vez hecho esto se comenzo hacer el analisis matematico, se obtuvieron los
puntos de equilibrio del sistema de las cuatro ecuaciones diferenciales que
describen la dinamica de la celda, se cre6 un programa para determinar si el
punto de equilibrio es estable o inestable dependiendo de los parametros del
modelo, como se comportan las soluciones alrededor de este punto y como
este andlisis puede ser aplicado a algun centro de investigacion.

En la siguiente seccion del capitulo se uso teoria de control para encontrar
la potencia éptima de una manera distinta a la que se realizo para dar la
potencia en términos analiticos como se hizo en [8], Entre las dos optimiza-
ciones realizadas en [8] y este capitulo se sugiere tomar la de teoria de control
ya que se usa controles que son muy comunmente aplicados a alguna MFC
mientras que en la optimizacién de [8] requiere muchas hipétesis y algunas
de ellas son muy dificiles de aplicar a una MFC.

Para terminar el capitulo se comparan los modelos trabajados en el capitulo
3 (modelo para MFC [8]) y el capitulo 4 en un periodo de tiempo de 10 dias,
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-3
Tiempo (d)

Figura 4.33: Mediador en la celda con respecto al tiempo usando teoria de
control

los resultados marcan que no hay diferencias significativas.
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Microorganismos

&
Tiempo (d)

Figura 4.34: Microorganismos de la cdmara anddica con respecto al tiempo
usando teoria de control

4.5. Valores de los parametros y valores ini-
ciales

La siguiente tabla muestra los parametros y valores iniciales usados en la

mayoria de las simulaciones (En algunos casos se fue variando los parametros
y valores iniciales).
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—Madelo 1
——Modelo 2

Sustrato
ceg3zEEds

'I'le:npe

Figura 4.35: Comparacion de los valores simulados del sustrato para el modelo
1 y modelo 2.

=Mhiodelo 1
= Modelo 2

Figura 4.36: Comparacién de los valores simulados de las bacterias x. para
el modelo 1 y modelo 2.
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=Mhiodelo 1
= Modelo 2

Figura 4.37: Comparacion de los valores simulados de las bacterias z,, para
el modelo 1 y modelo 2.

=Mhiodelo 1
= Modelo 2

Figura 4.38: Comparacion de los valores simulados del mediador M, para el
modelo 1 y modelo 2.
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Corriente

——Madelo 1
—Modelo 2

Figura 4.39: Comparacién de los valores simulados de la corriente eléctrica
para el modelo 1 y modelo 2.

Parametro Descripcion Valor

Hmaz,m Maéx. tasa de crecimiento de micro. metano. .3/d

Himaz,e Maéx. tasa de crecimiento de micro. electro.  1.97/d

Gmaz,e Méx. tasa de consumo S de micro. metano. 14.12 mgA/mgzxd
Gmaz,m Max. tasa de consumo S de micro. electro.  13.14 mgA/mgxd
K. Tasa de decremento de micro. electro. 0,04 /d

Kam Tasa de decremento de micro. metano. 0,01 /d

K. Constante de tasa media de micro. electro. 20 mgA/L

Kgspm Constante de tasa media de micro. metano. 80 mgA/L

Ky Constante de tasa media del mediador 0.01 mgM/L

R Constante de gas ideal 8.314 mlHymol Hy fatm K
T Temperatura de la celda 298.15 K

m Ntumero de electrones por mol de Hy 2 mole/mol Hy

F Constante de Faraday 1.1165 A d/mol e
P Presién del compartimiento anédico 1 atm

M,otal Mediador total 2500 mgM /mgzx
D Constante de difusién 0OolL/d

Yu Produccién de mediador oxidado 34.85 mgM /mgA
Yoha Produccién de metano 0.28 mgCH,/mgA
vy Masa molar del mediador 663,400 mgM /mol,,eq
V Volumén del compartimiento anddico 10 L

M, Condicién inicial de M,, 2000 mgM /mgzx
S Condicién inicial del sustrato 2000 mgS/L

Simin Sustrato minimo 200 mgS/L

Eope Voltaje de circuito abierto 85V

T, Condicién inicial de micro. metano. 5 mgx/L

Te Condicién inicial de micro. electro. 1 mgx/L



Capitulo 5

Simulacion de un modelo
matematico para MFC y MEC
usando el método de diferencias
finitas.

En este capitulo se trabajé con el modelo propuesto por [18], usando las
ecuaciones 2.82 y 2.83 para la difusién del sustrato y el gas metano en la bio-
pelicula, respectivamente; 2.84 y 2.85 para la poblaciéon de microorganismos
activos electrogénicos y metanogénicos en la biopelicula, respectivamente;
2.86 para los microorganismos inactivos en la biopelicula; 2.87 para modelar
la dindmica de la velocidad advectiva; 2.88 para determinar el grosor de la
biopelicula, como se puede observar las ecuaciones anteriores modelan com-
ponentes de la biopelicula.

Para modelar el liquido y componentes restantes en el compartimiento anddi-
co usamos las ecuaciones 2.89 para la concentraciéon de aguas residuales; 2.90
para la concentracién de bacterias fermentivas en el liquido de la celda; 2.91
para la concentracién de sustrato en el liquido de la celda; 2.92 para la con-
centracion de bacterias electrogénicas en el liquido de la celda; 2.93 para la
concentracion de gas metano en el liquido de la celda.

Para modelar el potencial eléctrico se usé la ecuacién 2.94. A lo largo de
este capitulo se describira el proceso realizado para obtener las simulaciones
del modelo descrito en [18] esto es discretizacién del tiempo y del espacio,
implementacion de diferencias finitas en las ecuaciones diferenciales de la
biopelicula y el potencial eléctrico para obtener ecuaciones algebraicas, algo-
ritmo para las simulaciones y obtencion de las simulaciones.

115
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5.1. Discretizacion y aproximacion con dife-
rencias finitas.

Para discretizar el tiempo y el espacio del grosor de la bipelicula definimos
las siguientes ecuaciones

_b—a

he =~ (5.1)
Ly

h, =—= 5.2
i (5.2)

donde h; y h, es el tamano de paso del tiempo y del espacio, respectiva-
mente; [a, b] es el intervalo de tiempo donde se hard la simulaciéon, N y M
son el nimero total de pasos en el tiempo y el espacio, respectivamente, esto
quiere decir que nuestra discretizacion tiene un total de N x M nodos.
Ahora definimos la funcién U(t,z) y definimos U(t;, z;) = U;; donde ¢ =
{0, N} y 7 = {0, M} usando el teorema de Taylor obtenemos las aproxima-
ciones de las derivadas de primer y segundo orden con diferencias finitas. se
puede obtener las siguientes aproximaciones a sus derivadas de primer orden
(se usardn las aproximaciones de diferencias hacia adelante)

8U(ti,zj) _ U(ti,zj) — U(tZ — ht, Zj) . U’i,j — Uifl,j

ot hy N h, (5-:3)

GU(tz, Zj) ~ U(tz, Zj) — U(tl, Zj — hz) _ Ui,j — Ui,jfl (5 4)
0z h. h. ’

y aproximaciones para las derivadas parciales de segundo orden (se usaran
las aproximaciones de diferencias centrales)

62U(ti, Zj) -~ Uv(tZ + ht, Zj) - QU(ti, Zj) + U<tz - ht, Zj) . Ui+17j - 2Ui,j + Uz‘_l’j

oz h2 h2
(5.5)

@ZU(tZ‘, Zj) -~ U(ti7 Zj + hz) - 2U(ti7 Zj) + U(ti, Zj — hz) . Ui,j—i—l - 2Ui7j + Ui,j—l

922 h2 - h2
(5.6)
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Estas aproximaciones a las derivadas parciales y la definicién de U; ; son
usadas en las ecuaciones diferenciales que representan la parte de la biopelicu-
la 2.82, 2.83, 2.84, 2.85, 2.86, 2.87, 2.88, y la parte del potencial eléctrico 2.94
para obtener ecuaciones algebraicas que podran ser resueltas con un algorit-
mo numerico. Entonces para 2.82 tenemos la siguiente aproximaciéon

Dacyr (P20 ) - Xoascass) ~ Xoltacinss) 0 (5.)
donde
Sij 1
ei,j — e;maxPe,a,i,j : 5.8
GAC,e,ij = QAC,e;mazPe,asis; (Ks+5i,j> 7 (5.8)
L+ exp | =77
S i
qacmig = 4 ,m,maacgbm,a,i,‘ (—J) 5.9
ACm,ij = dAC i\ S+ Ksp (5.9)

Para la ecuacién diferencial 2.83 se tiene la aproximacién

D ScHyig+1 — 25CHui5 + ScHiig-1) |y -
CHa,f 2 + Yor, Xamaqac,m,ij = 0
z

(5.10)

Para la ecuacién diferencial 2.84 se tiene la aproximacién

Pe,aij — Peai—1, . 20; jPeaij = Vij-1Pe,aij = VijPeaij—1

hu e (5.11)

_}/;QAC7e,i,j — Tres,i,j — Tina,e,i,j ~ 0

donde

1

F
1+ exp _ﬁm’j

(5.12)

Tres,i,j — bres ¢e,a,i,j

Tina,e,i,j — bina,e¢e,a,i,j (513)
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Para la ecuacién diferencial 2.85 se tiene la aproximacién

Pmaij — Pmiai-1 n 20; jPmoaij = Vij—1Pmaij — VijPmaij—1

h h (5.14)
- mQAC,m,i,j - Tina,m,i,j ~ 0
donde
Tina,m,i,j — bina,mqu,a,i,j (515)

Para la ecuacién diferencial 2.86 se tiene la aproximacién para las bacte-
rias electrogénicas

¢e,ina,i,j - ¢e,ma,i—1,j i 2Ui,j¢e,z’na,z’,j - "Uz',j—1¢e,ma,i,j - Ui,j¢e,ina,i,j—1

hy h.

(5.16)
Xe,a

rlna,e,z,] ~ 0

Xe,imz

y para las bacterias metanogénicas

¢m7ina7i,j - ¢m,ina,i—l,j + 2U7ﬁ,j¢m,ina,i,j - Ui,j—1¢m,ina,i,j - Ui,j¢m,ina,i,j—1

hy h.

Xma

)

Xm,ina

Tina,m,i,j ~0
(5.17)
Para la ecuaciéon de la velocidad advectiva 2.87 se tiene la aproximacion

Vij — Vij—1

ht - (:ue,a + ,um,a + ﬂ'e,ina + Mm,ina) ~ O (518)

Para le ecuacién del potencial eléctrico local 2.94 se tiene la aproximacion

i (Th',j+1 —2n;5 + 77i,j—1> Fy
bio -
h. T

Fryy
TXe,a(Tres,i,j) ~0

(5.19)

feoXe,a(QAC,e,i,j) -

Estas aproximaciones convierten el sistema de ecuaciones diferenciales a un
sistema de ecuaciones algebraicas. Esto nos servira para encontrar las solu-
ciones del sistema que modela la biopelicula.
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5.2. Algoritmo

En esta seccién mostramos los pasos del algoritmo para poder hacer las
simulaciones.
Para resolver numéricamente el sistema no lineal de ecuaciones, el sistema de
ecuaciones diferenciales acopladas que presenta este modelo se usé un paso
de tiempo de .005 por dia y 50 nodos espaciales los cuales fueron cambiando
dependiendo del grosor de la biopelicula, los valores de los parametros, valo-
res iniciales y de frontera fueron tomados en la literatura en general de [18].
Se presenta el algoritmo para crear el método numérico.

a) Dar la cantidad de nodos del tiempo y de espacio para realizar la dis-
cretizacion. Dar los valores iniciales y de frontera para las ecuaciones
diferenciales del modelo.

b) Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales que modelan el liquido
de la celda 2.89, 2.90, 2.91, 2.92, 2.93 y 2.88 con el método numérico
Runge-Kutta.

c¢) Crear el paso del espacio h, dependiendo de el valor del grosor de la
biopelicula L y el paso del tiempo h; (siempre es constante).

d) Resolver las ecuaciones algebraicas no lineales 5.7, 5.10, 5.11, 5.14, 5.16,
5.17, 5.18, 5.19 para la solucién del modelo que representa la parte de

la biopelicula y potencial eléctrico usando el comando predetermiado
en MATLAB fsolve.

e) El comando fsolve nos regresa un vector el cual se debe descompo-
ner y acomodar para las distintas soluciones del sistema de ecuaciones
diferenciales.

f) Graficar las soluciones ya sean en 2D o 3D dependiendo del caso.

Los pasos anteriores fueron las bases para crear el programa con el software
MATLAB y obtener las simulaciones.

5.3. Simulaciones

En esta seccion presentamos los resultados obtenidos del programa creado
con el software MATLAB. Presentamos primero las simulaciones obtenidas
al resolver el sistema de ecuaciones diferenciales que modelan el liquido de la
celda (figura 5.1 a figura 5.5). Despues vienen las simulaciones obtenidas al



120 CAPITULO 5. SIMULACION CON DIFERENCIAS FINITAS

l!'i
Dias

Figura 5.1: Concentracion de aguas residuales con respecto al tiempo.

Figura 5.2: Concentracién de bacterias fermentativas en la celda con respecto
al tiempo.

resolver el sistema de ecuaciones diferenciales parciales que modelan la bio-
pelicula y el potencial eléctrico local (figura 5.6 a figura 5.11). Para terminar
con las simulaciones se procede a comparar el modelo del liquido de la cel-
da cuando los parametros son para MFCs y MECs (figura 5.12 a figura 5.16).
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Figura 5.3: Concentracion de sustrato en el liquido de la celda con respecto
al tiempo.

5.4. Conclusion

En este ultimo capitulo se presentd una soluciéon numérica, las simulacio-
nes que se obtuvieron fueran hechas con tiempo de un dia y el grosor de la
biopelicula fue divido en 20 nodos para hacer la discretizacién y asi poder
aplicar el programa creado, se presenté una simulacion con otra visién de
[18] y se presentan los pasos con mas detalle.

Como se puede observar las ecuaciones que modelan el liquido de la celda
son independientes mientras que las ecuaciones que modelan la biopelicula
dependen del valor que puedan tomar las ecuaciones del liquido de la celda,
a diferencia de [18] no adimensionalizamos y usamos una menor cantidad de
nodos, aunque se uso practicamente la misma metodologia, en este trabajo
se uso diferencias finitas y pero este método puede ser cambiado por otro
como por ejemplo elementos finitos.

En las simulaciones se obtuvo un comportamiento esperado, ya que al desin-
cremento del sustrato la poblacién de bacterias comenzo crecer.

Se present6 también una comparacion entre los parametros para MFC y MEC
aplicados al modelo se obtuvieron curvas similares sin ningun cambio notorio.
El modelo presentado en [18] todavia le falta ser analizado con mas detalle
desde un punto de vista matemaético.
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Figura 5.4: Concentracién de bacterias electrogénicas en la celda con respecto
al tiempo.

sCH-I_LIqu

20

Figura 5.5: Concentracion de gas metano en la celda con respecto al tiempo.
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Figura 5.6: Grosor de la biopelicula con respecto al tiempo.

Dias

Longftud L,

Figura 5.7: Concentracion sustrato en la biopelicula con respecto al tiempo
y al grosor de la biopelicula.
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Dias Longltud L,

Figura 5.8: Concentracién de bacterias eletrogénicas activas en la biopelicula
con respecto al tiempo y al grosor de la biopelicula.

Dias Longltud L,

Figura 5.9: Concentraciéon de bacterias eletrogénicas inactivas en la biopelicu-
la con respecto al tiempo y al grosor de la biopelicula.
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Dias Longltud L,

Figura 5.10: Potencial eléctrico generado en la biopelicula con respecto al
tiempo y al grosor de la biopelicula.

Dias Longltud L,

Figura 5.11: Velocidad advectiva en la biopelicula con respecto al tiempo y
al grosor de la biopelicula.



126 CAPITULO 5. SIMULACION CON DIFERENCIAS FINITAS

Figura 5.12: Concentracién de aguas residuales con respecto al tiempo.

T
[—Modelo MFC |
—— Modelo MEC

Figura 5.13: Concentracién de bacterias fermentativas en la celda con res-
pecto al tiempo.
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Figura 5.14: Concentracién de sustrato en el liquido de la celda con respecto
al tiempo.

-
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Figura 5.15: Concentracién de bacterias electrogénicas en la celda con res-
pecto al tiempo.
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Figura 5.16: Concentracion de gas metano en la celda con respecto al tiempo.

Valores de los parametros
Parametro Descripcion Valor
Quwmaz(MFC)  Méx. tasa de consumo S, 25 g/d
GAC,e,maz Méx. tasa de consumo S de micro. electro. 9.04 g/d
Ky (MFC) Constante de tasa media de aguas residuales 0.57 g/L
Ks, Constante de tasa media de micro. electro. .001 g/L
Quw,maz(MEC)  Maéx. tasa de consumo S, 30 g/d
JAcmmaz Maéx. tasa de consumo S de micro. meta. 8¢g/d
Kyw (MEC) Constante de tasa media de aguas residuales 0.5 g/L
Ksm Constante de tasa media de micro. meta. 0.15 g/L
Y;(MFC) Coeficiente de produccién de biomasa 0.1
Yac(MFC) Coeficiente de produccién de sustrato 0.27
Y, Coeficiente de produccion de micro. electro.  0.068
Y;(MEC) Coeficiente de produccién de biomasa 0.1
Yac(MEC) Coeficiente de produccion de sustrato 0.3
Y, Coeficiente de produccién de micro. meta. 0.05
Y, Eficiencia del cdatodo .45
Yeu, Coeficiente de producciéon de meta. .95
bina,f (MFC) Coeficiente de inactivacion fermen. 0.02 1/d
bina,e Coeficiente de inactivacion electro. 0.02 1/d
bres Constante de respiracién endogénea 0.07 1/d
bina,f (MEC) Coeficiente de inactivacién fermen. 0.02 1/d
bina,m Coeficiente de inactivacién meta. 0.02 1/d
et Constante determinista 0.051/d
Era(MFC) Tasa de potencial maximo -0.47 mV
Era(MFC) Tasa de potencial maximo -0.19 mV
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Y2
Vap(MFC)
Aanod (MFC>
Vap(MEC)
Aanod (MEC)

5.5. VALORES DE LOS PARAMETROS

Constante de la funcién lineal aplicada
Constante de la funcién lineal aplicada
Coeficiente de difusion sustrato inicial
Coeficiente de difusion sustrato final
Coeficiente de difusiéon metano inicial
Coeficiente de difusion metano final
Electron de equivalencia del sustrato
Electron de equivalencia de la biomasa
Volumen de la camara anddica

Area del anodo

Volumen de la cdmara anddica

Area del anodo

Fraccion de electrones generados
Conductividad de la bipelicula
Densidad de biomasa (activa e inactiva)
Constante de gas ideal

Temperatura de la celda

Constante de Faraday

Factor de conversién del tiempo

129

0.05

-0.33 mV
0.941 em?/d
0.753 cm?/d
0.159 cm?/d
0.127 em?/d
125 mol /g
125.006 mol/g
12 em?

2 cm?

28 cm?
2200 cm?
0.9

0.05 S/em
300 g/cm?

8.314 mlHymol Hy Jatm K

303.15 K
96,485 Ad/mole
86400 S/d
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