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Introduccion

Fue en 1870 cuando Marie Ennemond Camille Jordan, matematico francés, abordé por
primera vez el concepto de lo que hoy conocemos como “las formas candnicas de Jordan”
en Traité des substitutions et des équations algébriques [1]. Dicho tratado corresponde, en
el lenguaje moderno, al problema de cambios de base en el espacio de matrices cuadradas,
o dicho de otra manera, se refiere al estudio de la accién por conjugacién del grupo general
lineal de un espacio vectorial de dimensién finita en el espacio de endomorfismos de ese

espacio vectorial.

Una de las aplicaciones a las formas candnicas de Jordan es el Teorema de Jordan-
Chevalley, problema que proponia encontrar una base para la cual un endomorfismo dado

reduzca lo méximo posible su representacién matricial [2].

El trabajo de Jordan consistié en entender las érbitas de la accién por conjugacion en
los endomorfismos donde el grupo que actia es el grupo general lineal. Sin embargo, cabe
mencionar que este grupo tiene subgrupos de mucho interés. De hecho Hermann Weyl,
matematico aleman, menciona en The Classical Groups: Their Invariants and Represen-
tations [3] que todo subgrupo tiene el derecho de no ser visto sélo como subgrupo de algo
mas, sino que estos grupos tienen una estructura propia de estudio. En dicho texto se
discuten, utilizando conceptos basicos del algebra, los llamados cuatro grupos clasicos,
a saber el grupo general lineal, el grupo especial lineal, el grupo ortogonal y el grupo

simpléctico.

En 1936 se dan los primeros estudios en relacion a las formas canénicas para matrices
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relacionadas con el grupo simpléctico descritas en el articulo [4] de John Williamson donde
exhibe una lista completa de las posibles formas candnicas para una matriz real simétrica
de orden 4; sin embargo, el procedimiento para el cdlculo de dichas formas candnicas no

es proporcionado.

Es en 1972 cuando Laub y Meyer proporcionan explicitamente bloques candnicos pa-
ra matrices Hamiltonianas en [5]. Dichos bloques se presentan en términos de la forma
canonica para una transformacién lineal restringida a eigenespacios generalizados de las
transformaciones lineales. En particular, en este articulo son tratados casos no triviales
donde la matriz tiene valores propios cero o imaginarios puros usando una extension de

la forma simpléctica.

Maés recientemente, en 2014, Duong y Ushirobira, proporcionan en [6] un panorama
breve de este problema en términos de parametrizar la descomposicion invertible de Fitting
de una forma antisimétrica para dar una clasificacién para las érbitas conjugadas del grupo
de Lie simpléctico en el algebra de Lie simpléctica y del grupo ortogonal en el dlgebra de

Lie ortogonal, respectivamente.

Desde la aparicién de las técnicas de Jordan hasta la construccion de las formas canéni-
cas para matrices simplécticas y Hamiltonianas han sido publicados a lo largo de mas de
un siglo, debido a que estas estructuras juegan un papel importante en el analisis y so-
lucion de problemas en distintas areas de las matematicas y la fisica; como la Teoria de
Control y la Mecanica Cuantica. En Teoria de Control, por ejemplo, la solucién a proble-
mas de control 6ptimo cuadréticos lineales y ecuaciones algebraicas de Riccati pueden ser
obtenidas via el calculo de subespacios invariantes especiales, y obtener estos subespacios

a través de las formas canonicas.

Atn cuando se puede dar un andlisis de las formas canoénicas de Jordan en cada uno
de los grupos clédsicos actuando en diferentes espacios, nuestro interés se centra en las

formas candnicas para matrices simplécticas y Hamiltonianas [5].

Cabe mencionar que entender las orbitas de la accién por conjugacion se relaciona con
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la idea de clasificar las formas canodnicas en determinado espacio. Pero si se cambia el

espacio y ademas se restringe al grupo que actia, las 6rbitas sin duda pueden variar.

Dado un espacio vectorial simpléctico, nuestro primer objetivo es proporcionar explici-
tamente un camino para encontrar la forma candnica de una transformacion lineal bajo
la accién por conjugacién del grupo de Lie simpléctico en su dlgebra de Lie utilizando
conceptos basicos del algebra. Nuestro enfoque consiste en entender la interacciéon de los

subespacios ciclicos asociados al conjunto de valores propios de una transformacion lineal.

El motivo principal por el cual nos concentramos en este caso se debe a que clasificar
un objeto algebraico es muy importante en matemaéticas, pero también, ocurre que esta

clasificacién presenta aplicaciones en la teoria de las superalgebras de Lie.

La teoria de las superalgebras surge en el contexto de la fisica tedrica, que en cierto
modo busca comprender el universo y las leyes que lo rigen para unificarlas en una sola,
la teoria del todo. Una de las teorias propuestas de la fisica tedrica es la Teoria de las
Supercuerdas, esta teoria arranca a principios de los afios 70 de un tipo nuevo de simetria
geométrica, la supersimetria, la cual intenta explicar todas las particulas y fuerzas fun-
damentales de la naturaleza. Esta supersimetria dotaba de un marco geométrico comun
a las particulas subatémicas basicas que se agrupan en dos clases: bosones y fermiones.
Incorporando a los fermiones a diferencia de otras teorias. Dicha teoria apunta a que el

mundo es entonces supersimétrico y en este contexto es donde nacieron las superédlgebras.

Quizas las superalgebras méas conectadas con la Fisica son las de nuestro interés, las
superalgebras de Lie. En las superalgebras de Lie los “elementos pares” de la superalgebra

corresponden a los bosones y los “elementos impares” a los fermiones.

De hecho, se sabe que las superalgebras de Lie estan caracterizadas por un algebra de
Lie, un espacio de representaciéon, una funcién bilineal y relaciones entre estas “piezas”
[7] v [8]. De manera particular, toda &lgebra de Lie es espacio de representacién para
si misma via la representacion adjunta. El propdsito de este trabajo es el de clasificar

superalgebras de Lie donde el dlgebra de Lie subyacente es el algebra de Lie Heisenberg
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actuando via la representacién adjunta en si misma, mostraremos como un caso de este
problema de clasificacion se resuelve al entender la accion del grupo de Lie simpléctico en

el conjunto de matrices simétricas.

Por tdltimo, cabe mencionar que en este documento usaremos conceptos basicos de
algebra lineal y geometria diferencial sin previo aviso para el lector. Un lector interesado
en los detalles puede mirar en [9], [10] para los conceptos de algebra lineal y [11], [12] para

los temas de geometria diferencial.



Resumen

En esta tesis se presenta un método para determinar las formas candnicas para matrices
Hamiltonianas bajo la acciéon del grupo de Lie simpléctico. El método proporcionado se
sigue utilizando inicamente conceptos de algebra lineal. Como una aplicacion se presenta

la clasificacién de las superalgebras de Lie basadas en el algebra de Lie Heisenberg.

En el Capitulo 1, se introducen algunos conceptos elementales a utilizar del dlgebra
lineal, la teoria de grupos y &lgebras de Lie; asi como la descripcion de las matrices

simplécticas y Hamiltonianas.

En el Capitulo 2, se presentan la acciones por conjugacion del grupo de Lie simpléctico
en su algebra de Lie en dimensiones 2 y 4 utilizando resultados elementales del algebra

lineal.

Dado que las estrategias utilizadas para hallar las formas canodnicas del grupo de Lie
simpléctico en dimensiones 2 y 4 no son utiles para determinar las formas candnicas
en dimensiones mas altas, en el Capitulo 3 se presenta explicitamente un camino para
encontrar la forma candnica de una transformacién lineal bajo la acciéon por conjugacion
del grupo de Lie simpléctico en su algebra de Lie a través de entender la interaccion de
los subespacios ciclicos asociados al conjunto de valores propios de una transformacion

lineal.

Como una aplicacién a las acciones del grupo de Lie simpléctico, en el Capitulo 4 se

presenta un caso de la clasificacion de las superalgebras de Lie basadas en el algebra de
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Lie Heisenberg actuando via la representacion adjunta en si misma. Se muestra como para
cierto caso, este problema de clasificacion se resuelve al entender la accién del grupo de

Lie simpléctico en el conjunto de matrices simétricas.

En el Apéndice A, se presenta la relacién entre la accion por conjugacién del grupo
de Lie Simpléctico en su dlgebra de Lie y la accion por congruencia del grupo de Lie

Simpléctico en las matrices Hamiltonianas.

Finalmente, en el Apéndice B se muestra como ejemplo la clasificacién de las superalge-
bras de Lie basadas en el dlgebra de Lie Heisenberg de dimension 5 sobre el campo de los

nimeros complejos.



Capitulo 1

Conceptos basicos

Sea V' un espacio vectorial sobre un campo F, real o complejo, se denota por:
End(V)={X :V — V| X es una transformacién lineal}, vy

GL(V) ={g € End (V) | g es una transformacién lineal invertible}

al conjunto de transformaciones lineales de V en V y al conjunto de transformaciones

lineales invertibles de V' en V/, respectivamente.

Al fijar una base en V', End (V') se puede identificar con el espacio de matrices de n xn
con coeficientes en F, esto es, Mat (n,F); mientras que GL (V') se puede identificar con el

espacio de matrices Mat (n,F) con determinante distinto de cero, esto es, GL (n,TF).
End (V) <— Mat (n, F),

GL(V) +— GL(n,F) = {A | A € Mat (n,F), det A # 0}

Definicién 1.0.1. Sea A un conjunto no vacio y (g,-) un grupo. Una accién de g en A

es una funcién p: G x A — A tal que

l.ecx =2 VxecA
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2. (1 92) () =91-(92-2) Vx€A Vgi,00€9

Decimos que A € Mat (n, F) estd relacionado con B € Mat (n,F) si existe g € GL (n,F)
tal que g- A = B. Esta es una relacién de equivalencia en Mat (n,F); es decir, es reflexiva,
simétrica y transitiva. Las clases de equivalencia de la relacién anterior se llaman orbitas
de la accién de GL (n,F) en Mat (n,F). A la 6rbita de A la denotamos por O4 = {g- A |
g € GL (n,F)}.

El teorema de las formas candnicas de Jordan establece que en el conjunto de érbitas
por conjugacién es posible elegir un representante canénico en cada orbita; es decir, las
formas canodnicas de Jordan corresponden a la eleccién de un representante bajo dicha

accion. Entonces encontrar las érbitas de la accion por conjugacion

GL (n,F) x Mat (n,F) — Mat (n,F)
g-A — g 'Ag

se corresponde a un problema de matrices.

Nuestro interés se centra en cierto subgrupo y subconjunto de GL (n,F) y Mat (n,F)

respectivamente para los cuales se tenga una acciéon por conjugacion.

Definicién 1.0.2. Sea V' es un espacio vectorial sobre IF, una forma bilineal B : VxV — F
es llamada simétrica si B(x,y) = B(y,z) para todo z,y € V| B es llamada antisimétrica
si B(x,y) = —B(y, x) para todo x,y € V. Ademés, dada B una forma bilineal simétrica o
antisimétrica, B es llamada no degenerada si para todo v € V tal que B(z,v) = 0 implica

que z = 0.

Definicién 1.0.3. Un espacio vectorial simpléctico es un par (V, B) donde V' es un espacio
vectorial de dimensién finita sobre un campo Fy B : V x V — F una forma bilineal,
antisimétrica y no degenerada en V. Al espacio vectorial simpléctico (V, B) lo denotaremos

solo por V.
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Definicién 1.0.4. Sea J = " , donde Id ,, es la matriz identidad n x n. Una
—Id, 0

base simpléctica para V' es una base {vq,va, ..., v2, } tal que B(v;,vj) = Jij.

Ejemplo. Sea V = R*" y B(z,y) = 2! Jy, Vr,y € R*" donde J = [_I%n I%"] entonces

(R?*", B) es un espacio vectorial simpléctico.

Si B(z,y) = 0 para toda z € R?*", entonces el producto interno de vectores (z*)(Jy) = 0
para toda x € R?". Entonces Jy = 0 donde J # 0, por lo tanto y = 0. El espacio vectorial

(R*", B) es conocido como el espacio vectorial simpléctico estdndar.

Enunciemos ahora un resultado bien conocido.

Proposiciéon 1.0.1. Sea V' un espacio vectorial simpléctico, entonces dimg V' es par.

1.1. Grupos de Lie

Definicién 1.1.1. Un grupo de Lie es una variedad diferenciable G, dotada con aplica-

ciones diferenciables
(,):GxG—=G vy ()V':G—=G

que definan en G una estructura de grupo.

Ejemplos.

1. F es un grupo de Lie abeliano bajo la suma.
2. F*:=F — {0} es un grupo de Lie abeliano bajo la multiplicacién.

3. GL (n,F) es un grupo de Lie.
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Sabemos que GL (n,F) C R™. Ademds la funcién f : R™ — R tal que A — f(A) =
det(A) es diferenciable. Entonces, GL (n,F) = det ' (R \ {0}) es una variedad dife-

renciable.

GL (n,F) es un grupo bajo la multiplicacién de matrices donde e = Id,, es el ele-

mento identidad. Ademas, la multiplicacién

(,-) : GL(n,F) x GL(n,F) — GL(n,F)
(A,B) AB

y la inversa
()':GL(n,F) — GL(n,F)
A At
son diferenciables ya que la multiplicacién de matrices esta definida como una matriz
de polinomios en cada entrada y la inversa es una matriz de funciones racionales

donde el denominador nunca se anula. Por lo tanto GL (n,F) es un grupo de Lie.

Definicién 1.1.2. Una subvariedad H de un grupo de Lie G es un subgrupo de Lie de G
si H es subgrupo de G.

Definicién 1.1.3. Consideremos los isomorfismos g € GL(V') que preservan estructura,
estos son

G(V) = {9 € GL(V) | B(9w,9y) = B(z,y),Vx,y € V},

este es llamado el grupo simpléctico lineal, denotado por Sp (V') cuando V' es un espacio

vectorial simpléctico. En este caso, g € Sp (V') es llamada transformacion simpléctica.

Teorema 1.1.1. Si y € R™ es valor regular de una funcién diferenciable f, entonces

M = f~'(y) C R" donde n > m es una n — m variedad diferenciable.

Ejemplo. El grupo simpléctico lineal Sp (V') es subgrupo de Lie de GL (V).
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Sea f : R™ — R™ tal que A — A'JA, luego f es diferenciable y J es valor regular
de f. Por lo tanto Sp (V) = f~*(J) C GL (V) es una variedad diferenciable. Ahora, sean
g,h € GL(V), entonces

B((goh)z,(goh)y) = Blg(h(x)),g(h(y)))
= B(h(z), h(y))
= B(z,y) Vz,yeV.

Por lo tanto, Sp (V') es también cerrado bajo la composicion.

Observemos que

B((hoh ™)z, (hoh™)y) = B(z,y) Vr,yeV

B((hoh Nz, (hoh)y) = B(h(h™'(x)), h(h"(y)))
= B(hYx),h"Y(y)) Vo,yeV.

Por lo tanto, Sp (V') también es cerrado bajo inversos. Es decir, Sp (V') es subgrupo de

GL (V).

Definicién 1.1.4. Si G y H son grupos de Lie, entonces un morfismo de grupos de Lie

f G — H es un homomorfismo de grupos diferenciable.

Se dice que G y H son isomorfos si f es un morfismo de grupos de Lie biyectivo.

Ejemplo. La funcién det : GL (n,F) — F* es un morfismo de grupos de Lie. Ya que
det(AB) = (det A)(det B) VA, B € GL (n, F).

Y es diferenciable, pues para toda A € GL (n,F), det A es un polinomio en las entradas

de la matriz A.
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1.2. Algebras de Lie

Definicién 1.2.1. Un dlgebra de Lie g es un espacio vectorial de dimension finita dotado

con una operacion [, | : g X g — g tal que para toda z,y, z € g se cumple que:

(1) [, ] es bilineal,
(2) [z,y] = —[y, z| (antisimétrica),

(3) [z, [y, 2]] + [y, [z, z]] + [2, [, y]] = 0 (identidad de Jacobi).

Ejemplo. Si V' es un espacio vectorial de dimensién n sobre IF, entonces End (V) es
un espacio vectorial de dimensién n? sobre F. En él definimos la operacién [, ] : End (V) x
End (V) — End (V) tal que

[z.y] = 2y — yz,
donde zy es la composicion de las transformaciones lineales x e y. Con esta operacion,
End (V') adquiere estructura de algebra de Lie sobre F ya que [, | es bilineal, antisimétrica

y cumple con la identidad de Jacobi:

['xv [y,ZH + [yv [vaH + [Z7 [l’,y]] = [:c,yz - Zy] + [y,ZLC - LCZ] + [’27&:3/ - yl’]
= TYZ —TZY — YT + 2Yr + Yy2r — Yyrz
—ZTY + Xx2Y + 2xY — 2Yxr — TYZ + YTz
= 0.

Para distinguir a End (V') con esta nueva estructura escribimos gl(V') y nos referimos

a ¢l como el algebra lineal general.

Definicién 1.2.2. Una subdlgebra de un algebra de Lie g es un subespacio vectorial b de

g tal que [z, y] € b para toda z,y € b.
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Proposicién 1.2.1. Dado un espacio vectorial V,
g(V) ={A € End(V) | B(Az,y) + B(z, Ay) = 0,Vz,y € V},

es subdlgebra de Lie de gl(V).

Demostracion. Claramente g(V') es un subespacio de gl(V).
Ahora sean A, Ay € g(V), entonces

B([A1, AoJz,y) = B((A1dz — A2 A1)z, y)
= B(Ai(Asz),y) — B(A2(A1z), y)
= —B(Ayz, Avy) — B(Aiz, Agy)
= B(z, Ax(Ary)) — Bz, A1(Azy))
= —(B(x, A1 Ay — AsA1y))
= —B(x,[A1, Adly).

Por lo tanto, [A;, As] € g(V). O

Definicién 1.2.3. Dado un espacio vectorial simpléctico V, g(V') es llamada el dlge-
bra de Lie simpléctica y la denotamos por sp(V'). En este caso, A € sp(V) es llamada

transformacion Hamiltoniana.

Es bien sabido, como en [12], que a cada grupo de Lie le podemos asociar un algebra

de Lie y viceversa. A continuacién un ejemplo de ello.

Proposicién 1.2.2. El dlgebra simpléctica sp(V') es el dlgebra de Lie asociada al grupo

de Lie Sp (V).

Demostracion. Definamos sp(2n) = TiaSp (2n). Sea o : (—¢,€) — Sp(2n) una curva
diferenciable tal que a(0) = Id, para toda s tal que a(s) € Sp (2n). Entonces a(s)' Ja(s) =
J para toda s, por lo tanto o’/ (0)'J + Ja/(0) = 0. Sea A = /(0), entonces A*J + JA = 0.

Ahora, sea A € GL (n,F) tal que A'J+.JA = 0. Entonces existe una curva diferenciable
a:(—€€) = Sp(2n) tal que a(0) =1d y o/(0) = A. 0
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Definiciéon 1.2.4. Sean g y g’ algebras de Lie, un morfismo de dlgebras de Lie es una

transformacion lineal ¢ : g — g’ tal que

o[z, ylg) = [p(), p(y)]y -

Se dice que g y g’ son isomorfas si ¢ es biyectiva.

Ejemplo. La funcién lineal Tr : gl(V') — R es un morfismo de algebras de Lie. Cuando
al conjunto R lo pensamos como el dlgebra de Lie abeliana de dimension 1, esto es, para

todos a,b € R, se tiene que [a,b] = 0.
Definicién 1.2.5. Una representacion p de g en V' es un morfismo de algebras de Lie

p:g—gl(V).

Proposicién 1.2.3. Sea g un algebra de Lie, entonces p : g — gl(g) definida por p(z) =

ad, : g — g tal que ad .(y) = [z, y] es una representacion de g en g.

Demostracion. Debemos ver que p : g — gl(g) es una representacion, es decir, que es un

morfismo de algebras de Lie.

Sean x,y € g, veamos que p([z, ylg) = [p(2), p(¥)]gi(q)-
Observemos que p([z,y]g)(2) = ad [z, (2) = [[z,y], 2].
Por otro lado,
(@), pWlawe) = [p()p(y) = p(y)p(2)](2)
= p@)(p()(2)) = p(y)(p(x)(2))
= ad,(ad,(z)) —ad,(ad,(2))
= [z ly 2] = [y, [z, 2]
= [z 9l 4]
para toda z € g. Por lo tanto p([z,y]s) = [p(x), p(¥)]gi(g)-

De aqui se sigue que p es un morfismo de dlgebras de Lie y por tanto, una represen-

tacion. Esta representacion p es llamada representacion adjunta. [
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De ahora en adelante, a menos que digamos lo contrario, todos los espacios vectoriales
son simplécticos, sobre el campo F de los niimeros reales o complejos, y de dimension

finita.

Es bien conocido el hecho de que el grupo simpléctico lineal Sp (V') actia en el algebra
de Lie sp(V') via la representacién adjunta. La accidn derecha por conjugacion de Sp (V)
sobre sp(V') esta dada por
Sp (V) x sp(V)) — sp(V)

(9,4) —g-A=g'Ag

Y esté bien definida, ya que si g € Sp (V) y A € sp(V') entonces

B((g~'Ag)z.y) = B¢~ Ag)z, g gy)
= B(Agz, gy)
= —B(gx,997" Agy)
= —B(z, (97 Ag)y)
para toda x,y € V. Por lo tanto, g7' Ag € sp(V).

1.3. Descripcién de Sp (V) y sp(V)

El grupo de Lie simpléctico estandar (R?", %), esto es, el espacio R?" junto con el
producto usual, serd denotado por Sp (2n,R) y puede ser identificado con el grupo de
Lie lineal {g € Mat (2n,R) | ¢'Jg = J}. Decimos que g € Sp (2n,R) es una matriz

simpléctica.

En efecto, si g € Mat (2n, R) tal que B(gz, gy) = B(x,y), entonces (gx)'J(gy) = z'Jy,
luego z'(g'Jg)y = ' Jy para toda z,y € V. Por lo tanto, g'Jg = J.
Proposicién 1.3.1. Sea {vy, vy, ..., v, } una base simpléctica para V, se sigue que g =
X
€ Sp(2n,R) si X'Z = Z!'X, W'Y =Y'W, y X'W — Z'Y = 1d,, donde

Z W
X,Y, Z, W € Mat (n,R).
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Demostracion. Si escribimos a g en la base {vy, vg, ..., vo, },

X Y
9= con X,Y, Z,W matrices de n X n,

z W

entonces la condicién B(gz, gy) = B(z,y) implica que (gz)'J(gy) = x'Jy. Luego z'¢' Jgy =
x'Jy, de donde

g'Jg=J.
En términos de matrices
Xt 7t 0 Id,| | X Y 0 Id,,
Yyt wt| |-Id,, 0 Z W -Id,, O

De aqui observamos que —Z'X + X'Z =0, - Z'Y + X'W =1d,, y - WY +Y'W = 0.

Y entonces,
Xtz = 7'X,
X'W -2ty = 1Id,,
wty = Y'W.

El dlgebra de Lie simpléctica estandar (R?", +, ), esto es, el espacio R*" junto con la
suma y producto usual, serd ahora denotado por sp(2n,R), y puede ser identificado con
el dlgebra de Lie lineal {A € Mat (2n,R) | A*"J + JA = 0}. Y decimos que la matriz de

representacion A € sp(2n,R) es una matriz Hamiltoniana.

En efecto, si A € Mat (2n,R) tal que B(Az,y) + B(z, Ay) = 0, entonces (Ax)'Jy +
' J(Ay) = 0, luego x'A'Jy + x' JAy = x'(A'J + JA)y = 0 para toda z,y € V. Por lo
tanto, A'J + JA = 0.

m n
Proposicion 1.3.2. Sea {ey, ey, ..., €3, } una base simpléctica, se sigue que A = €

p q
sp(2n,R)sin' =n, p'=p, y ¢=—m', donde m,n,p,q € Mat (n,R).
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Demostracion. Si escribimos a A en la base {eq, e, ..., €2, },

m n
A= con m,n, p,q matrices de n X n,

p q

entonces la condicién B(Az,y)+B(x, Ay) = 0, implica que B(Azx,y) = —B(x, Ay). Donde
B(z,y) = z'Jy y entonces

(Ax)tJy = —a'JAy,
oAy = —atJAy,
At = —JA
Por lo tanto, si A es una matriz Hamiltoniana, se sigue que A'J = —JAy J? = —1d o,,.
En términos de matrices, la condicién JA = —A'J implica que, multiplicando por

bloques dichas matrices, obtenemos

0 Id,| |m n mt pt 0o 1Id,

—Id, 0 p q n

Y entonces p = p*, ¢ = —m?’, n = —n’. Observemos que esto obliga a que Tr (4) =0. O






Capitulo 2

Acciéon por conjugacion en

dimensiones bajas

2.1. Accién por conjugacién de Sp (2,F) sobre sp(2,F)

Para hallar las formas candnicas bajo la accién por conjugacién del grupo simpléctico
de dimensién 2, utilizaremos una teoria similar a la de Jordan-Chevalley. Encontrar el

polinomio caracteristico y a través de éste las érbitas correspondientes.

Teorema 2.1.1. Sea A una matriz de n X n con n distintos valores propios A1, Ao, ..., A,.

Entonces existe una matriz invertible Q tal que Q 'AQ = diag {\1, \a, ..., \n }.

Lema 2.1.1. Las formas canénicas de Jordan bajo GL (n,F) y SL (n,F) en Mat (n,F)

son las mismas.

Demostracion. Recordemos que las formas canodnicas de Jordan de una matriz corres-
ponden a la eleccién de un representante bajo la accién por conjugacion de GL (n, F) en
Mat (n, F),

GL (n,F) x Mat (n,F) — Mat (n,F)

19



20 CAPITULO 2. ACCION POR CONJUGACION

g-Am g tAg

Y que al restringir la accién de GL (n,F) a SL (n,F), tenemos atin una accién por conju-

gacién de SL (n,F) en Mat (n,F),
SL (n,F) x Mat (n,F) — Mat (n, F)

h-Aw— h~'Ah

Ahora, sea g € GL (n,F) tal que det(g) = 5= # 0. Y sea h € SL(n,F) tal que h = Ag.
Entonces, si det(g) > 0 y n es par, det(h) = det(Ag) = A\"detg = 1. Y sidet(g) <Oy n
es impar, det(h) = det(Ag) = \"det g = 1. En otro caso, det(h) = —1y h ¢ SL (n,F).

Observemos que, para toda A € Mat (n,F), h"1Ah = (%gil)A()\g) = g 'Ag. Dado que
en ambos casos tenemos las mismas érbitas, podemos concluir que las formas canodnicas

de Jordan para GL (n,F) y SL (n,F) bajo Mat (n,F) son las mismas. O
Lema 2.1.2. SL(2,F) = Sp (2,F).

De acuerdo a los Lemas 2.1.1 y 2.1.2, tenemos entonces las mismas formas candnicas
para GL (2,F) y SL(2,F) = Sp (2,F) en Mat (2, F). Por lo que al restringirnos a sp(2,F) C
Mat (2, F) subespacio de Mat (2, F) continuamos con dichas formas candnicas.

a
Calculemos ahora el polinomio caracteristico. Sea A = , con a,bc,d € F.

C
Luego,
pa(N) = X2 — (Tr A)\ + (det A).

a b

Ya que A € sp(2,F), entonces A = y Tr A = 0. Luego p,(\) = A2 +det A y por
c —a

tanto los valores propios de A pueden ser dados de la siguiente manera:

A = ++v—det A.

Y entonces, tenemos que verificar si el término — det A es positivo, negativo o cero.
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1. Si —det A > 0, las raices del polinomio caracteristico
M=vV—detA y dy=—V—detA

son valores propios reales distintos.

2. Si —det A < 0, las raices del polinomio caracteristico
A=VdetAi y A=—VdetA:i

son numeros complejos conjugados.

3. Si —det A = 0, existe solo una raiz para el polinomio caracteristico

A=0.

A continuacién resumimos las posibles matrices asociadas a Sp (2, F).

Si det A < 0, tenemos raices reales distintas y entonces

v—det A 0
0 —+/—det A

Si det A = 0, tenemos raices reales repetidas y si A es diagonalizable, entonces

0 0
0 0

Si det A = 0, tenemos raices reales repetidas y si A no es diagonalizable, entonces

01
0 0

Si det A > 0, tenemos raices complejas conjugadas y entonces

0 vdet A
—+v/det A 0
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2.2.  Accién por conjugacién de Sp (4,F) sobre sp(4,F)

En la seccion anterior, fue sencillo encontrar las formas candnicas para matrices Ha-
miltonianas de 2 x 2 ya que Sp (2,F) = SL(2,F), y las formas canénicas de GL (n,F)
y SL (n,F) son las mismas. Sin embargo, ya no es posible utilizar estos resultados para

matrices Hamiltonianas de 4 x 4 ya que Sp (4,F) & SL (4,F).

A continuacion presentaremos las soluciones explicitas al polinomio caracteristico para
matrices Hamiltonianas de 4 x 4 en términos de dos invariantes: la traza y el determinante

de matrices. Con el fin de dar las soluciones, primero observemos que,

Proposicién 2.2.1. Sea A una matriz Hamiltoniana y o« = a+1ib raiz de p4 (), entonces

—a, @y —a son también raices de pa(A).

Demostracion. Observemos que

pa(A) = par(A) =det( — AAT)
= det(I — A\JAJ)
= det(—J? — AJAJ)
= (=1*")det(JIJ + A\JAJ)
= det(J(I + \A).J)
— det(I + A\A).

Por lo tanto, si pa(a) = 0 entonces det(I + AA) = 0, lo cual implica que det(/ —

(—a)A) = 0y se sigue que —« es también raiz de pa(A\) = 0. Ademas, pa(@) = pa(a) =0

y pa(—a) = pa(—a) = 0. Por lo tanto —«, @ y —@ son también raices de pa(N\). O

Proposicién 2.2.2. Si A es una matriz Hamiltoniana de 4 x 4, el polinomio caracteristico

esta dado por

>>\2 + det(A).
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Demostracion. El polinomio caracteristico p4(A) puede ser definido como

pAA) = A F N+ e\ e+ ey

Se sabe que el término constante ¢, de pa()) es igual a (—1)* det A.

Ahora, sean oy, oy, a3, ay rafces de pa()). De la identidad de Newton, Sy, = o +ab +
af + o k € N, la suma de las potencias k de las rafces de p4(\). Entonces, de acuerdo

al Teorema Fundamental del Algebra,
pa(r) = (2 — ) (2 — az) (2 — as)(x — aa),
luego

x T x x
pA()ijA()erA()erA()‘
T — Oy r — (3 T — O r — (1

/

palz) =

Y es posible calcular cada sumando utilizando divisién sintética. Dado que pa(z) = z* +

c12® + cox? + c3 + ¢4, entonces

0 A_(g;) = 2%+ (1 + 0)a® + (e + crou + 0d)z + (e + cacu + €103 + o),
514_(2)3 = 2%+ (e +a3)a® + (e + cras + a3)x + (c3 + a3 + cra3 + a3),
0 A_(g;) = 2%+ (1 + 02)a® + (e + cr00 + 03) + (c3 + 202 + €103 + ),
0 A_(g;) = 2%+ (a + 0n)a® + (e + cron + o)z + (e + a0 + €107 + o),

luego, ply(z) = 423 + (dey + ay + ag + az + ag)z? + (4deg + (g + ag + az + ay) + o +

a2+ ak+a)r +4des+ oo +as +az+ay) + (0 + oz +ad + o) + o + ol + aj + ad.

Mientras que p/y(x) también puede ser vista como p/,(r) = 423 + 3ci2% + 2cox + 3. De
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manera que, igualando coeficientes en ambas formas de p/,(x) tenemos que:

G = _Sla
1
Ccy = —5(52 + Sic1),
1
C3 = —§<Sg + SgCl + 5102>.

De las formas canoénicas de Jordan sabemos que existe una matriz invertible g tal que
g 'Ag = D+ N, donde D es la matriz con los valores propios de A en la diagonal y ceros
fuera de ella, y N una matriz nilpotente; es decir, una matriz triangular superior con
ceros en la diagonal. Ademds Tr(A) = Tr (g 'Ag) y Tr (g7 Ag) = Tr (D + N), entonces
Tr (AF) = Tr ((D + N)*).

Del binomio de Newton tenemos que
ok - k k
(D+N)FE=)" DFINI = DF 4 D*IN 4 ... N,
=0 \J 1 k
de donde podemos observar que Tr (D*/N7) = 0 para toda j = 1,--- k.
Por lo tanto Tr (A%) = Tr (D) = S*.

Ademas, es facil ver que si a € C es valor propio de A, entonces o™ + @™ € R. Luego,

1
para A € sp(4,F) se sigue que ¢y = —TrA=0y ¢y = —§Tr (A?%).

Observemos que, de la Proposicién 2.2.1, si a; = a + ib es una raiz ps(A) tal que

a,b # 0, entonces —ay, @ y —aq son también raices de pa(\). En este caso,

53 = Oé? + (—061)3 + 04_13 + (—061)3 =0.

Y si ay = a+1ib es una raiz pa(A) tal que a = 0 6 b = 0, entonces —a; es también una
raiz de pa(\). Como pa(\) es un polinomio de grado 4, tenemos que oy = ¢ + id tal que
c¢=06d=0 es también raiz de pa(\) y entonces —ay también es raiz de p4(A). En este
caso,

Sz =ab + (—ay)? + ad + (—aw)® = 0.
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Luego, se sigue que

1 = 07
1 2
Cy = ——Tr (A ),
2
C3 = 0.

Por lo tanto,

pa(h) = ' — (%Tr (A2)>)\2 + det(A).

Ahora, para encontrar las raices de p4(A) sabemos que la tnica posibilidad para la
que « = 0 sea raiz de pa(\) es, siy sélo si det(A) = 0. Y entonces pa(a) = 0, por lo que

consideraremos primero este caso. Notemos que si Tr (A?) = 0, entonces

es decir, o = 0 es una raiz con multiplicidad 4.
Consideremos ahora los casos en los que Tr (A?) # 0:

Si Tr (A42%) > 0y pa(a) = a* — (%Tr (A2)>a2 = 0, entonces

o? (a2 — Ir (2A2)) =0.

Por lo que si a? = 0 entonces, o = 0 es una rafz de pa(A\) con multiplicidad 2.

Tr (A?)

Y sia? — W) _ 0 entonces o = + 5

5 es una rafz de pa(A).

Y si Tr(A?) < 0y pa(a) = at — (%Tr (A2)>a2 = 0 entonces, como en el caso anterior,

a = 0 es una raiz de p4(A) con multiplicidad 2.

Tr (A2)

. Tr (A2
Y sia? — @) — 0 entonces a = + 5

5 i es una raiz de pa(A).

Resumimos las posibles soluciones de este caso en el Cuadro 2.1.
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Raices Caracteristica de las raices | Condiciones
0 multiplicidad 4 det(A) =0
Tr(A?) =0
0 multiplicidad 2 det(A) =0
Tr (A?) >0
a= j:\/ %AQ) numeros reales det(A) =0
Tr (A4%) >0
0 multiplicidad 2 det(A) =0
Tr (A%) <0
o= j:\/ _TrT(Az) i numeros complejos det(A) =0
Tr (A%) <0

Cuadro 2.1: Posibles raices de pa(A) cuando det(A) = 0.
Cuando det(A) # 0, el caso a = 0 no es posible.

De la Proposicion 2.2.2 se sigue que, si
1
pa(a) = a* — <§Tr (A2)>a2 + det(A) =0,

entonces

a? =

Tr (A%) £ \/Tr (A2)2 — 16 det(A)
1 .

Si det(A) < 0, entonces Tr(A%)? — 16det(A) > 0. Y ya que Tr(A?) = /Tr(A2)? y
—16det(A) > 0, entonces Tr (4%) < 1/Tr (A2)2 — 16 det(A).

Notemos que Tr (A2) + /Tr (42)2 — 16 det(A) > 0, en otro caso det(A) > 0, lo cual
contradice la primera hipotesis. Por lo tanto, en este caso no existe restriccion en el valor

de Tr (A?).

Tr (A%) £ /Tr (A2)2 — 16 det(A)
4

N VT (42) + \/Tr (42)2 — 16 det(4)
o= 5 )

De manera que, si det(A) <0y a? =

, entonces
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Y si el valor en la raiz cuadrada es negativa,

B i\/Tr (A2) £ /Tt (A2)% — 16 det(A)

i.

2

Las raices de pa(A) son descritas en el Cuadro 2.2.

Raices Caracteristica de las raices | Condiciones
T 2 e 2)2 _
:t\/T (A42)£4/T 2(A )*~16det(4) nimeros reales det(A4) <0
2 2)2 e
i\/ Tr(4 )i\/“;“1 )*16det(4) nimeros complejos det(A) <0

Cuadro 2.2: Posibles raices de pa(\) cuando det(A) < 0.
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Pero cuando det(A) > 0 tenemos que verificar si el término Tr (A4%)? — 16 det(A) es

positivo, negativo o cero.

(1) Si Tr(A?%) — 16det(A) > 0, luego Tr (A?)? > 16 det(A).

Y entonces podemos observar que Tr (A?)? > Tr (A?)? — 16 det(A), luego entonces

+\/Tr (A2)2 > +/Tr (A2)2

— 16det(A). Por lo que

+Tr (A?) > £/Tr (A2)2 — 16 det(A),

y se sigue que

+Tr (A%) F /Tr (A2)2 — 16 det(A) > 0.

Es decir,

Tr (A?

) F V/Tr(A2)2 — 16det(A) >0 y

—Tr (A?) F /Tr (A2)2 — 16 det(A) > 0.

= Si Tr(A?%) F /Tr (42)2
Tr (A?) 4+ /Tr (A2)2 — 16det(A) >0 y

Tr (A%) — \/Tr (A2)2 — 16 det(A) > 0.

— 16 det(A) > 0, tenemos que
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= Si —Tr(A%) F /Tr (A2)2 — 16 det(A) > 0, tenemos que

—Tr (A?) — /Tr (A2)2 — 16det(A) >0 y

—Tr (A%) + /Tr (A2)2 — 16 det(A) > 0,

luego

Tr (A?) 4+ /Tr (A2)2 — 16det(4) <0 y

Tr (A?) — /Tr (A2)2 — 16 det(A) < 0.

Por lo tanto,

Tr (A?) + /Tr (A2)2 — 16det(A) y

Tr (A%) — \/Tr (A2)2 — 16 det(A)

deben tener el mismo signo.

De manera que si Tr (A%) + 1/ Tr (42)2 — 16det(A) >0y
Tr (A%) — \/Tr (A2)2 — 16 det(A) > 0, entonces las raices de pa ()

i\/Tr (A2) + /Tr (A2) — 16 det(A)
“= 2

N VT (A2) — /T (A2)2 — 16 dei(4)
“= 2

son numeros reales.

Si

Tr (A2) + /Tt (A2)2 — 16det(A) <0 v

Tr (A%) — \/Tr (A2)2 — 16 det(A) < 0,

entonces las raices de pa(\) son

i\/Tr (A2) + /Tr (A2)% — 16 det(A)
‘- 2




2.2. ACCION POR CONJUGACION DE SP (4,F) SOBRE &9(4, F) 29

B i\/Tr (A2) — \/Tr (A2)% — 16 det(A)

5 l

son numeros complejos.

Si Tr (A?%)? — 16det(A) < 0, entonces Tr (A?)* < 16det(A) y Tr (A?)? > 0, por lo
que Tr (A?)? estd restringida a 0 < Tr (4%)? < 16 det(A).

De manera que las raices de pa(\) serdn nimeros complejos.

De hecho, es posible observar que la condicién Tr (A?)? — 16 det(A) < 0 puede ser

escrita como:

<Tr (A42) +4\/F) (Tr (A2) — det(A)) <0.

De manera que

a-:l:—\/QTr A2) :t2\/<Tr A2) +4\/F) (Tr (A2) — 4 det(A))

Sea A =2Tr(A?)y B = <Tr (A%) + 4,/det(A ) (Tr (A%) — det(A)), entonces

1
=4+~ /A+2VB.
“ 22

Para radicales jerarquizados cuadrados:

\/Aj:Z\/E:\/Ej:\/Q siysolosi z4+y=A y axy=B.

Si = Tr (A?) + 4+/det(A) y y = Tr (A?) — 4+/det(A), tenemos que

= iz—\lﬁ(\/ﬂ (42) + 4/det(A) £ \/Tr (42) — 4y/et(A)).

Y el signo en los factores implica dos casos a verificar:
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Si Tr (A?) 4 4,/det(A) < 0 entonces,
—4y/det(A) —Tr (A*) >0 y  Tr(4?%) —44/det(A) > 0.
Por lo que las raices de p,()) estén dadas por

oz—j:Q—(\/Tr (A?) — 44/det(A \/ 4y/det(A) — Tr (A2) >

Y si Tr (A?%) + 44/det(A) > 0 entonces,
Tr (A%) — 4y/det(A) < 0,

luego 44/det(A) — Tr (A?) > 0. Por lo que las raices de p,()\) estdn dadas por

a:i2—\1/§(\/Tr (A2) + 4+/det(A i\/4\/det — Tr (A?) )

Si Tr (A?)?2—16 det(A) = 0, entonces Tr (A?)? = 16 det(A) y se obtiene que Tr (A) =
det(A).

Por lo que si Tr (A) = 44/det(A), entonces a = £+/det(A).

Y si Tr (A) = —44/det(A), entonces a = £+/det(A)i. Es decir, las raices de pa(A)

son numeros reales o imaginarios pero en cualquiera de los casos, son raices repetidas.

Resumimos este caso en el Cuadro 2.3.
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Raices Caracteristicas Condiciones
de las raices
+ e (AQH\/TTQ(AQ)LIG det{4) dos diferentes det(4) > 0
nimeros reales Tr (A?)2 > 16 det(A)
N VT (A2)—\/Tr2(A2)2—16 det(A) I
- Y (Az)“/ﬂ;AQ)Lmdet(A) i dos diferentes det(A) > 0
nimeros imaginarios Tr (A2)2 > 16 det(A)
N VI (A2)f\/Tr2(A2)2716 det(4) s
51 <\/Tr (A2) + 4,/det(A) + \/4\/mi> ntimeros complejos det(A) > 0
Tr (A?)2 < 16 det(A)
Tr (A?) + 44/det(A) > 0
Tr (A2%) — 44/det(A) < 0
51 <\/Tr (A2) — 4,/det(A) + /—4\/det(A) — Tr (4%))i | mimeros complejos det(A) > 0
Tr (A2)2 < 16 det(A)
Tr (A?) + 4+/det(A) < 0
Tr (A?) — 44/det(A) > 0
+/det(A) ntimeros reales det(A) > 0
con raices repetidas Tr (A?) = 4./det(A)
+/det(A) i nidmeros complejos det(A) > 0
con raices repetidas | Tr(A2) = —4,/det(A)

Cuadro 2.3: Posibles raices de pa(\) cuando det(A) > 0.
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A continuacién resumimos las posibles matrices asociadas a Sp (4,TF).

Raiz compleja oo = a + b

[ a b 0 0 ]
—b a 0 O
0 0 —a b

I 0 0 —b —a]

Raiz imaginaria pura (distintas) a = iby, § = iby

(0 0 b 0
0 0 0 b
b 0 0 0
0 b 0 0

» Raiz imaginaria pura (repetidas) o = = ib;
| 0 +b O 0 ]
Fby O 0 0

0 0 0 Fbh

0 0 +£b O

» Raiz imaginaria pura y raiz real a =1ib, 5 =a

@ 0 0 0]
0 0 0 b
0 0 —a 0

0 b 0 0]

Raiz real (distintas) a =a, f =10

o o o 2
o o o o
|
S
o
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» Raiz real (repetidas) a = =a

a 0 0 O
o a 0 O
00 —a —0
00 0 —a

» Raiz cero (multiplicidad 4) a =0

(0 0 50| Joo oo
0 0 00 0000
0 500/ o000
5 0 00/ [0000






Capitulo 3

Accién por conjugacion de Sp (2n,R)

sobre sp(2n,R)

Dado un espacio vectorial simpléctico, el objetivo de este capitulo es proporcionar
explicitamente un camino para encontrar la forma candnica de una transformacion lineal
bajo la accién por conjugaciéon del grupo simpléctico en su algebra de Lie utilizando
conceptos basicos del dlgebra. Esto a través de entender la interaccion de los subespacios

ciclicos asociados al conjunto de valores propios de una transformacion lineal.

3.1. Preliminares

Sea B : V x V — R una forma bilineal, antisimétrica y no degenerada en un espacio
vectorial V' de dimensién 2n. Entonces decimos que B es una geometria simpléctica en V.
Para cada endomorfismo X € sp(2n,R), sea o(X) el espectro de X, esto es, el conjunto
de todos los valores propios de X : V — V. Supongamos que X tiene k valores propios
ALy ..y A € 0(X) (no necesariamente distintos) y consideremos la descomposicion de V/

en términos de sus subespacios generalizados V), asociados a o(X):

V:VAI@"'@V)\S COH)\i#)\j.

35
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7 ’ . . ’ . TLi
Ademds, cada V), se descompone en términos de sus subespacios ciclicos V)",

Vi, = V"i @S- ®V,% donde dim(V/") = neyr=1,..1.
i Ai A A

7

Por lo que tenemos ahora una descomposicion de V' en términos de sus subespacios

ciclicos, esta es

V= (V)Z%@”'EBV)ZH)EB"'EB<V/\T€B'”@V,\?S)'

Redefinamos estos subespacios ciclicos para simplificar la notaciéon, de modo que la

descomposicion de V' en términos de sus subespacios ciclicos es de la forma:

V=V,& -V,

donde Vy, := Vi, V3, == V{2, W, o= V.
Es un hecho bien conocido que cada Vj, es un (X — \;1d \Vki)—subespacio invariante de
V. Entonces, el Teorema de las formas candnicas de Jordan implica la existencia de una
matriz de Jordan para cada V), asociada a X : V' — V, [X|y, ] donde cada uno de estos

bloques no son necesariamente distintos.

Es decir, para cada subespacio ciclico V), existe {ej,...,e;, } base ciclica tal que

Xl o Va, = V), satisface

(10 ... 0]

0 AN 1 ... 0
(X v, ] =

0 0 0 1

0 0 0 A |
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Sea m; = dimg Vi, luego [X|v, | = Aild,n, + Ny, donde Id,,, € Mat (m;, R) denota
la matriz identidad y Nj, € Mat (k,R) denota a la matriz

-0 1 0 ... 0-

00 1 ... 0
N, =

00 0 1

_0 0 0 0_

Por lo tanto, dada una geometria simpléctica B : V X V' — R en V', nuestra estrategia
para resolver el problema es entender primero como interactian los subespacios ciclicos

V, entre si, ya que el espacio total V' es suma directa de ellos.

Por simplicidad para los siguientes célculos, en cada subespacio ciclico V), se fija una

base {e},... el }, y se define ef := 0 para todo 1 <7 < r.

Lema 3.1.1. Sea X € sp(V, B) con \;, \j € 0(X) (no necesariamente distintos). Sea V),
y Vj, subespacios ciclicos de V' asociados a A; y A;, respectivamente. Si {ei,... e’ }y

{e{, ce efnj} son bases ciclicas de V), y V), respectivamente, entonces
<)‘1 + AJ)B<€?€7 ei) = _B(e;lcflv 6{) - B(egw 6?_1),

paratodo 1 <k <m; y 1 <[ <m,.

Demostracion. Como X € sp(V, B) entonces B(Xu,v) + B(u, Xv) = 0, para todo u,v €

V. Basta tomar u = ei: paratodo 1 <k <m; yv= e{ para todo 1 <1 < mj. O

Proposicién 3.1.1. Sea X € sp(V, B) tal que \;, \; € 0(X) (no necesariamente distin-

tos). Sean V), y Vj, los subespacios ciclicos de V' asociados a A; y A;, respectivamente.

1. Si A\; + A; # 0, entonces la restriccion Bly, xy, : Vi, X Vy; — R es idénticamente
i J

cero.



38 CAPITULO 3. ACCION POR CONJUGACION

2. Si A+ \; = 0y la restriccién B‘(in@vxj)X(VAi@VAj) (V@ Vy,) x (Vy, @ Vy,) = Rno
degenera, entonces existen bases para V), y V), para las cuales la matriz asociada a

la restriccion B’(VAZ—@VAj)X(VAi@VAj) estd dada por
[B|(VAZ-€BVA]-)X(VM®VA]-)] = )
donde m; = dimg V).

Demostracién. Como X € sp(V, B) por el Lema 3.1.1 se cumple que (\; + ;) B(ek, ¢}) =

—B(el_,,el) — B(ek,el_|). Entonces,
1. Si A\ + A; # 0, se sigue que
(/\l + )‘j)B(BZL ejl) = _B(eév ejl) - B(eila 6{)) =0,

de donde se sigue que B(e},el) = 0.

Observemos también que, aplicando nuevamente el Lema 3.1.1 a B(e}, ¢]) paral > 2,

obtenemos
(A + X)) Blet,e]) = —Bley el y),
y entonces B(el, e]) = —mB(e’i, el ,), de donde
Bl = —gioBlhd) = 0,
Blehed) = —gligBlhd) = o,
Bléd) = —aliBleleh, ) = 0

por lo tanto B(e], i) = 0 para todo 1 <1 < m;.

De manera andloga, como (\; + \;)B(eh, el) = 0, tenemos que B(e},el) = 0 para

todo 1 <1 < mj.

Siguiendo el mismo procedimiento, podemos concluir que B (ei, ei) = 0 para todo

1 <1<m;y1l<k<m;. Porlo tanto, B|VAinAj =0.
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2. Supongamos ahora que A; + A; = 0. De modo que las bases para V), y Vj, tienen la

misma cardinalidad, digamos m,;.
Ademsds, del Lema 3.1.1 se sigue que

Blel,el )= —B(el_,,el) para todo 1 < k,1 < mj.

Luego B(ej, e]) = —B(eé,eiﬂ) =0 para todo 1 <p <m; — 1y B(e},el, ) # 0 ya

que, por hipétesis B no degenera.

De manera andloga, como B(ej,e!_|) = —B(e},el) = 0, entonces B(eb,e)_;) =
0 para todo 1 <p—1<m; —2y B(eh,el, ) #0.

Siguiendo el mismo procedimiento, podemos concluir que B(e{:,ef) = 0 cuando
Mientras que, como B(ek, el ) = —B(ek_,,el) entonces

B(@;, €J1> = _B(e;iofla €j2) = B(el e?’;);
en general, B(e}, , el) = (=1)PB(€}, s egﬂ) para todo 1 <p <m; — 1.

Se sigue también que B(e!_,,e}) = B(el, e]) # 0, y en general

B(ei 6%) = (_1>pB(€ini7p7 ez)+2>7

m;—17

para todo 1 < p <m; — 1.

Y siguiendo el mismo procedimiento, concluimos que

Blet,ef) = (=1)™*Blep,, €l pm,)

= (1" B(el 11 €m,)

= (—1)7”1’13(6?67(%4),6?%) cuando k + 1 > m,.
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Haciendo By = (—1)mi_lB(e£_(mi_l), el,.) cuando k +1 > m, se sigue que la matriz

asociada a Bly, xv, esta dada por
i J

0 0 . 0 Bim,
0 0 ... —Bim,  Bam

[Br] = . . . . :
(_1)mi_lBl,mi <_1)mi_232,mi s _Bmi—l,mi Bmi,mi

la cual claramente es una matriz invertible.

Es decir, al considerar las bases {ej,...,e;, } v {e1,...,el, } de Vi, y Vi, respectiva-

mente, la restriccion B |y, gv, ) es bilineal y no degenerada definida por
i J

B(eﬁﬁe‘l]) = m,; —1 Vi i .
(=)™ Bley_(n,—1)> €m,)  S1 k+1>my

Mientras que la matriz inversa de [By;] denotada por [Ay,]| estd dada por:

0 si r+s>m;+1

Asr = (1) Ay, e g si rHs<m+1
Luego,
[ Ay A . (1)M2A o (—D)mlA
A A'lg —1'413 e (—l)mi'_2A1,mi 0
At O 0 0 _

Veamos que existe una base de V), digamos {f7, ..., ffn} tal que

0 si k#I

B(fi,el) =
Ui et) 1 osi k=1

Observemos que, tomando fi = S, Agel para todo 1 < k < my, B(fi,e]) = dL.
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Por lo tanto, la matriz asociada a B‘(VA»@V)\-)X(V)\-@VAv) esta dada por
1 J 1 ¥

0 Id,

[B’(in@VAj)X(VAi@VAj)] = 1d,, 0

Observaciéon 3.1.1. Ya que el segundo inciso de la Proposicién 3.1.1 implica que existen

bases de V), y V), tales que
0 Id ,,,

[Blva,ava,)x(va,814,)] = :
~Id,. 0

podemos identificar al subespacio ciclico Vy; con el espacio dual V. En este caso, decimos

que el subespacio V), es par dual de V).

Corolario 3.1.2. Sea X € sp(V, B) como en la Proposicién 3.1.1 (2). Entonces, la matriz

asociada a X ’VM@VAJ' :V\, @V, = Vi, @ V), estd dada por

~A\Id,, — N \ 0

m;

0 AId N,

[Xlv,en,] =

mi—k+1

Demostracidn. Recordemos que fj =Y 7" Agel =Y "]

(=1)5 1 Aj pys_1€l, para 1 <

k < m; tenemos que

m;—k+1
X(f) = > ()" Agger (Niel €l y)
s=1
= —Aifi + Z (—1)" Ay ppsorel_,
s=1
m;—k
= afi= (X ) e,
s=1

_)‘jfli _fli+1>
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mientras que para k = m;, se sigue que

= )\iALmiei

= —Nifr.-

Entonces, la matriz asociada a X|y, : V), = V), esta dada por

=A; 0 0 0
-1 =\ 0 0
0 -1 0 0
[Xlw) =
0 0 =X 0
0 0 -1 =)
donde N}, es la matriz transpuesta de Np,,. O

Observacién 3.1.3. Sin pérdida de generalidad, consideremos al espacio vectorial simplécti-
co estandar (R?", B). Recordemos que, una matriz Hamiltoniana X € sp(2n, R) satisface

X'J+ BJ =0, y por lo tanto

Al C
D|-A

donde A,C, D € Mat (n,R) con C'y D simétricas.

Observemos que la forma canénica de Jordan de X € sp(2n,R) no es necesariamente
una matriz Hamiltoniana. Sin embargo, si X € sp(2n,R) tiene valores propios \;, \; €
o(X) que satisfacen las condiciones dadas en la Proposicién 3.1.1 (2), entonces V), @
V); € V es un subespacio vectorial simpléctico y, como consecuencia, X |V/\i€BV>\j es una

transformacion Hamiltoniana.
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Por lo tanto, del Corolario 3.1.2 concluimos que la forma candnica de X|v, gy,
i J

Vi, ® Vi, — Vi, @ V), es una matriz Hamiltoniana:

~A\Id,, — Nt \ 0

mg

0 \ Ald 4+ Ny,

[X’VAi@V/\]-] =

De la Proposicién 3.1.1 tenemos también los siguientes resultados:

Corolario 3.1.4. Sea X € sp(V, B). Si u # 0 y 0 son valores propios de X, entonces la

restriccion B|V0><VM : Vo x V, = R es idénticamente cero.

Observacién 3.1.5. Para el siguiente Lema, pensaremos en Vj como subespacio generali-
zado asociado al valor propio A\g = 0 y no como subespacio ciclico. Es decir, consideraremos

al kernel del endomorfismo (X — Ald |y, ).

Lema 3.1.2. Si X € sp(V, B) entonces Bly,xv, : Vo X Vo — R no degenera. Mas atn, la

Proposicién 3.1.1 (2) implica que existe una base V; tal que

0 Id,
—Id,, O

[B |Vo><Vo] =
Por lo tanto, V puede ser descompuesto como sigue:

Vb:Ul@"'@Ur@(Uﬁ@U;)@”'@(U&C@U‘:’f)’

donde para cada 1 < i < r, U; es un subespacio vectorial simpléctico de V'; mientras
que para cada 1 < j < k, Us*j es el par dual del subespacio Uj;. Entonces, se sigue que

Us. ® U ) es también un subespacio vectorial simpléctico de V.
J Sj

Corolario 3.1.6. Sea X € sp(V,B). Si A # 0 es un valor propio de X, entonces la

restriccién Bly, v, : Vi X Vi — R es idénticamente cero.

Corolario 3.1.7. Sea X € sp(V, B). Si A # 0 tal que A € o(X), entonces —\ € o(X).
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Demostracion. Sea A # 0 tal que A € o(X) y supongamos que —\ ¢ o(X); es decir, para
toda € 0(X), u # —A. De manera que

v=nie & V.
/’LGU(X)JJ'#*A
Observemos que A+ A # 0y A+ u # 0 para toda p € o(X), p # —A. Entonces, por la
Proposicién 3.1.1(1), B |v,xv,= 0y B |yyxv,= 0 para toda p € o(X), p # —A. Por lo

tanto B degenera, lo cual es una contradiccién. De manera que —\ € o(X). O

Corolario 3.1.8. Sea X € sp(V, B). Si A = a + bi es un valor propio complejo de X con
a#0ybeR, entonces —\, X y —\ también son valores propios de X.

Demostracion. La prueba es similar a la demostracion anterior. O

Ahora, podemos enunciar el Teorema principal de esta seccién:

Teorema 3.1.9. Sea B : V x V — R una geometria simpléctica en V' y consideremos al
algebra de Lie sp(V, B). Entonces, cualquier transformaciéon Hamiltoniana X € sp(V, B)
induce una descomposicién de V' como una suma ortogonal del subespacio generalizado
Vb asociado a A = 0, y pares duales asociados a los valores propios no cero £Aq, ..., )\
de o(X):

V=Vo@®(V\, &V)® (Vs ®V_y).

Mas aun, V;, también admite una descomposicién similar, esto es,
Vo=Ui@ U, & U, UL & & Uy, ®UL),

donde cada uno de los subespacios U; (1 <@ <r),U; @U; (1 <j<k)y Vi &V, (1<

r < t) estan dotados con la geometria simpléctica de V.

Demostracion. Es consecuencia directa de la Proposicion 3.1.1. ]
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Observacion 3.1.10. Sea p : g — gl(V') una representacién de dimensién finita de un
algebra de Lie g y sea B : V x V — R una forma bilineal en V. Decimos que B es
p-invariante si

B(p(z)u,v) = B(u, p(x)v) Vxeg, Yu,ve V.

Supongamos que (V, B) es un espacio vectorial dotado con una geometria simpléctica
B:VxV =R yseap:g(V,B) — gl(V) una representacion de g(V, B) de dimensién
finita completamente reducible. Si B es p-invariante, entonces V' puede ser descompuesto
como sigue:

V=Uio---oUoWieW)e -o(W oW,

donde cada uno de los subespacios U; (1 <7 < k) y W; @ Wi(1 < j <) estan dotados

con la geometria simpléctica de V' (ver [14]).

3.2. Formas candnicas reales de X € sp(V)

Sea V un espacio vectorial real dotado con una geometria simpléctica B : VxV — R,y
consideremos su correspondiente algebra de Lie, sp(V, B). Usando los resultados obtenidos
en §3.1, en esta seccion determinaremos la forma candnica real de una transformacion

Hamiltoniana X € sp(V') bajo accién por conjugaciéon de Sp (V).

Del Teorema 3.1.9 sabemos que X € sp(V') induce una descomposiciéon de V' como una
suma ortogonal de subespacios ciclicos asociados a o(X); por tanto, calcularemos primero
las formas canonicas reales de las restricciones X|y, : Vi — V) para cualquier A € o(X)

y después, determinaremos como estas formas candnicas reales interactiian mutuamente.

Para comenzar, recordemos que los valores propios complejos de una transformacion
Hamiltoniana X aparecen en cuadruplas A\, —\, A\, —\ donde A\ = a + bi con a,b € R
y a # 0, o en parejas reales A\, —\, en cada caso con multiplicidad algebraica. Primero

supongamos que X € sp(V) tiene una pareja de valores propios reales no cero A, —\ que
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satisfacen las condiciones de la Proposicion 3.1.1 (2). Entonces V) @ V_) es un espacio
vectorial simpléctico y como consecuencia, X|y,gv , € sp(Vi @ V_)). Si X|v,ev, es
diagonalizable, ya acabamos. En otro caso, del Corolario 3.1.2 se sigue que la matriz

asociada a X|y,ev_, : Vi ® V_y — V) & V_, es una matriz Hamiltoniana:

—Ald,, — N, 0
0 ‘/\Ideer

[X|VA@V—>\] -

Supongamos ahora que A, —\, X, —\ son valores propios complejos no cero de X €
sp(V), donde A = a + bi con a,b € R. Entonces la forma candnica real de X|y,gv_, no
es necesariamente una matriz Hamiltoniana, pero podemos determinar una base real del
espacio vectorial simpléctico W = (V) @ V5) @ (Vo @ V_5) para la cual la restriccién

X|w € sp(V) sea representada por una matriz Hamiltoniana.

Lema 3.2.1. Sea X € sp(V) con valor propio complejo no cero A = a + ib con a,b € R.
Supongamos que V) es un subespacio ciclico complejo de dimensién m de V. Entonces,
existe una base del subespacio vectorial simpléctico W = (V@ V5) @ (Vo & V_3) tal que

la forma canénica real de la restriccion X|y : W — W estd dada por

AIdy 0 ... 0
0 A Idy ... 0
0 0 A ... 0
0 0 0 Id,
Xlwl=l0 0 0 A ,
—At 0 0o ... 0
~Idy, —A' 0 ... 0
0 —Id, —At ... 0
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b
-b a

donde A =

Demostracion. Sea X € sp(V) con A\, —\, A, —\ valores propios complejos no cero, donde

=a+ b con a,b € R. Ya que A € C, hacemos uso del campo C a través de la com-
plejificacion del espacio vectorial simpléctico real V', cuyos elementos ahora son pares de
vectores de V', digamos vy + vy y donde la suma de vectores y la multiplicacién por esca-
lares (complejos) es la natural. Y donde la dimensién del espacio vectorial complejificado

es la misma que la dimension de V.

Ahora, si V_) es un subespacio complejo de V' de dimensiéon m, entonces Vi, V_, y
V_5 son también subespacios complejos de V' de dimension m. Luego, existe una base

{e1...ean} de V) & V5 tal que

»

e1) = ae; — bey,

<

62) = b61+a62,

>

e;) = e_o9+ae; —be;y; para i impar tal que 3 <1 < 2m — 1,

(
(
(i)
(e) =

= e;_9+be;_1 +ae; parai par tal que 4 <1 < 2m,

>

€;

de manera que la forma candnica de la restriccién X |V)\EBV5\ Vi Vs — V)@ V5 esta dada

por
A Idy 0 ... 0
0 A Idy --- 0
Xlvan]=| S
0 0 0 Id
0 0 0 A
a b
donde A =
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Y existe una base {fi... fo} de V_\ @ V_j3, tal que

X(fi) = —afi+0bfs,

X(f2) = —bfi —afs,

X(fi) = fio—afi+0bfix1 paraiimpar tal que 3 <i <2m — 1,
X(f) = fia—bfir—afi paraipartal que 4 <i< 2m,

de manera que la forma candnica de la restriccion Xy gv ; : VoA @ Voy = Vox @ Vo

estd dada por

—A Idy O ... 0
0 —A Idy --- 0
Xlv,ev )= + &+ &+ | (3.3)
0 0 0 Id,
i 0 0 0 —A_

Entonces, para obtener la matriz Hamiltoniana requerida, sera suficiente elegir una

base adecuada de V_, & V_5.

Para ello, definamos ﬁ = (—1)[2+%]f2r7(k71) para 1 < k < 2m, y entonces

X(f) = —afi—bfa—fs
X(f2) = bfi—afo— fu,
X(f)) = —af; —bfis1 — fire, para i impar tal que 3 <i < 2m — 1,
X(f)) = bfii1 —af; — fiie, parai par tal que 4 < i < 2m,
X(form1) = —afors —bfor,
(f2r) = b};rfl - afzr-
Ademss,
X(f1) = X((=1)*fom) = X (fom),

X(f2) = X((=1)P foa),

X(for1) = X((=DIm1f),
X(far) = X((=1)m+6RLf).
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Por lo tanto {fom, (—=1)*fam—1,- .-, (=1)™ fo, (=1)™FL f;} es una base de V_ ® V_j

para la cual la forma candnica de la restriccion X|V_AEBV,; esta dada por:

—At 0 0 0
“Id, —A' 0 0
XV ev ] = 0 —Idy, —A* ... 0
0 0 0 _At

Ahora, si X € sp(V) y A =0 es valor propio de X, se sigue que:

Corolario 3.2.1. Sea X € sp(V) y supongamos que 0 € ¢(X). Entonces la multiplicidad

algebraica de 0 es par.

Observacién 3.2.2. Si la transformacién Hamiltoniana X € sp(V) es tal que 0 € (X)),
recordemos que el Teorema 3.1.9 implica que el correspondiente subespacio generalizado

Vb puede ser descompuesto como sigue:
%:Ul@"'@UTEB(Uﬂ@U;)@"'@<USICEBU;)7

donde cada U; tal que 1 < ¢ < r es un subespacio vectorial simpléctico dotado con la
geometria simpléctica de V'; mientras que para cada 1 < j <k, U s*j denota el par dual del
subespacio U, y mas aun, U, & U, . también es un subespacio vectorial simpléctico. Ya
que U; y Us, ® U, :j son subespacios simplécticos de V', podemos aplicar las ideas descritas

antes para determinar la forma candnica de la restriccion Xy, : Vo — Vb.

Ya que del Lema 3.1.2 tenemos que B |y, xy, no degenera. Entonces, por el Corolario

3.1.2, la forma canénica de X |y,: Vo — Vj estd dada por
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Sin pérdida de generalidad, supongamos que A, u € o(X) son dos valores propios
no necesariamente distintos de X € sp(V). El siguiente Lema nos indica como obtener
la forma candnica de la restriccién X|w,ev_yem.ev.,) @ Vi@ Vo) @ (Ve @ Vo) —
(V@ V_y) @ (V, @ V_,), de tal manera que la matriz asociada [X|v,ev_)ev,ev._ )] sca

una matriz Hamiltoniana.

Lema 3.2.2. Sea X € sp(V) una transformacién Hamiltoniana y consideremos la des-
composicion de V' inducida por X, como una suma directa de subespacios simplécti-
cos (ver Teorema 3.1.9). Si VA @ V_, y V, @ V_, son dos subespacios simplécticos en
esta descomposicion, entonces la forma canénica de la restriccion X|y,av. VBBV, -

WheVeye Ve Ve, = (VaeVoy) @ (V, ®V_,) estd dada por

[ \d,, — N, 0
0 —uld,, — N

n

X [vev_yem.ev. )l =
(AEVAEIEV-) Ad,, + N, 0

0 pld, + Ny, |

Demostracion. Sean V\@V_yy V,®V_, dos subespacios simplécticos en la descomposicién
de V inducida por X. Entonces del Corolario 3.1.2, existen bases {e1,... e, fi,..., fr} v
{91,...9s,h1,..., hs} de Vi@ V_, y V, & V_, respectivamente, tales que {e;, g;, fi,h;j | 1 <
i <m,1 < j <n} esuna base del subespacio vectorial simpléctico (VAx@V_,)®(V,@V_,).
Y entonces, la forma canénica de la restriccién X|v,av_yew,ev_,) : VA® Voy) @ (V. @

Ve,) = Ve Voy) @ (V, @ V_,) es la deseada. O

En resumen, lo que hicimos fue calcular la forma candnica real de una transformacién

Hamiltoniana X € sp(V') bajo la accién por conjugacién de Sp (V') como sigue:

» Primero calculamos o(X) y consideramos los subespacios ciclicos indescomponibles
Vi, i =1,...,r asociados a 0(X). Si0 € o(X) consideramos también al subespacio

generalizado V.
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= Por el Teorema 3.1.9, descomponemos al espacio vectorial V' como una suma directa
ortogonal de subespacios simplécticos, V = (V\, @ V_y,) @& --- & (V), & V_,,). Si
0 € o(X) consideramos también la descomposicién de V segin el Lema 3.1.2 y
reordenamos de manera creciente esta descomposicion en términos de la dimension

de cada subespacio vectorial simpléctico.

= Si Vj es parte de la descomposicién de V', utilizamos el Corolario 3.1.2 para calcular

la forma canénica de X|y, : Vo — V.

= Ahora, para cada par de valores propios reales Ay, —\,, el Corolario 3.1.2 nos indica
cémo calcular la forma canénica de la restriccion Xy, ev ,, bajo la accién por

conjugacién de Sp (V).

= Mientras que para los valores propios complejos )\j,xj, —Aj, —Xj, del Lema 3.2.1
podemos obtener la forma canénica real de la restriccion X|y bajo la accién por

conjugacién de Sp (V), donde W =Vy, @ V5, @ Vo, & V_5 .

» FEl siguiente paso es aplicar el Lema 3.2.2 a V), @ V_,, y V), ® V_,, para obtener
la forma canénica real de la restriccién X ’(VM@V*M)@(V)\Q@V*)\Q) bajo la accién por

conjugacion de Sp (V).

= Finalmente, para obtener la forma canénica de una transformaciéon Hamiltoniana
X € sp(V), debemos continuar con este proceso un numero finito de veces hasta

VM o2, V_)\T.

Observemos que en este contexto, podemos aplicar las ideas presentadas anteriormente

para tratar el caso de los valores propios imaginarios puros.






Capitulo 4

Accién por congruencia de Sp (2n, R)

sobre Sym(2n,R)

Dado que la aplicacion de las formas candnicas para matrices Hamiltonianas que se
pretende tiene lugar en la teoria de las superdlgebras de Lie, empezaremos con algunas

definiciones y resultados conocidos que nos interesan de dicha teoria.

4.1. Superalgebras de Lie

Definicién 4.1.1. Sea V un espacio vectorial sobre un campo F. Decimos que V' es un
espacio vectorial Zy—graduado o un superespacio vectorial si admite una descomposicion
en suma directa V' =V @ V] y una forma de paridad |- | : (Vo — {0}) U (Vi — {0}) — Z,
tal que |v| =isiysdlosiveV;—{0},i=1,2.

Observacion 4.1.1. Sea v = vy + v tal que v € V,vg € Vi y v1 € V4. Decimos entonces

que vy y v1 son las componentes homogéneas de V.

Definicién 4.1.2. Una superdlgebra de Lie es un superespacio vectorial g = go & g1, y

una forma bilineal [-,-] : g X g — g que satisface

23
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a) [9a, 8] C Gatb méd 2,
b) [z, y] = —(=1)F¥ ]y, ],

¢) (=1, [y, 2] + (=1)*Wy, [2,2]] + (=1)¥I¥[z, [z, y]] = 0,
para todos x,y, 2 € g homogéneos.

Observemos que ,y,z € go si y s6lo si |z| = |y| = |z| = 0. Luego go es un algebra de

Lie con el corchete definido por [, Jo = [, ] |goxgo: 90 X G0 — Go-

Ejemplo. Sea V = V; & Vi y consideremos al espacio de endomorfismos de V,
End (Vo|V1) tal que [T, S] = ToS —(—1)¥IT1SoT. Entonces gl(Vo|V1) es una superalgebra
de Lie.

Definicién 4.1.3. Sean g = go D g1 v b = ho @ by superdlgebras de Lie. Un morfismo de
superalgebras de Lie ¢ : g — b es una transformacién lineal tal que ¢(g;) C b; (i =0,1)
y

o[z, y]) = le(x), o ()]

Si ¢ es un morfismo biyectivo, decimos que ¢ es un isomorfismo de superalgebras de Lie.

En dicho caso g y b son superalgebras de Lie isomorfas.

Proposicién 4.1.1. Sea p : go — gl(g1) tal que p(z)(u) := [z,u] donde x € go,u € g1,

entonces p es una representacion.

Demostracion. Sean x,y € go,u € g1. Por definicién, p([z,y]o)(u) = [[=,y], u], mientras

que [p(x), p(y)] = [z, [y, u]] — [y, [z, u]]. O

Sea I' :== [-,-] lgixg: 81 X 91 — go. Entonces I' es una forma bilineal, simétrica y
equivariante, es decir; [z, [u, v]] = [[x, u], v] + [u, [, v]]. Ademés si u,v,w € g;, entonces

p(D(u,v))w + p(T'(v,w))u + p(I'(w,u))v = 0.

El siguiente resultado es bien conocido y la demostracién puede ser vista en [13] y [17].
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Proposicién 4.1.2. En general, una estructura de superalgebra de Lie en g = go @ g1 es

una tripleta ([-,-], p,T") que consiste en:

(1) Una estructura de algebra de Lie [-, -] en gy.
(2) Una representacion p : go — End (g;).

(3) Una forma bilineal, simétrica I" : g; X g1 — go que satisface las siguientes super

identidades de Jacobi:

(J1) [z, T(u,v)] = T(p(x)u,v) + T'(u, p(x)v),z € go,u,v € g1, y

(J2) p(T'(u,v))w + p(T'(v,w))u + p(F'(w,uw))v = 0,u,v,w € g.

Lema 4.1.1. Si p = ad y I bilineal, simétrica y equivariante, entonces (J1) implica (J2).

Demostracion. [z,T(u,v)] = T'(p(x)u,v) + T'(u, p(x)v). O

Si p = ad y I' bilineal, simétrica y equivariante, estas superalgebras de Lie seran
llamadas superalgebras de Lie basadas en gg, y escribiremos Sym,, (go) para el conjunto
de formas bilineales, simétricas y equivariantes I' : gg X go — @1 sobre un F-espacio

vectorial que satisface (J1) para p = ady,, es decir, Sym,, (go) = Homg, (S%*(go), go)-

Proposicion 4.1.3. Las superalgebras de Lie definidas en gy @ g; por las tripletas
([, o, )y ([, ), P/, I') son isomorfas si y sélo si existe un par (7, 5) € GL (go) x GL (g1)
tal que,
[ =TT ), T 0D,
pl="S8p(T(:))o S,
I =T(T(S7(),57()).
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Cuando la estructura de dlgebra de Lie [-,-] de go estd fija, y p = ad,,, tenemos la

accion del grupo

G = {(T,S) € GL(go) x GL(g) | So T oadg, () = adg,(-)o S0 T},

Por lo que para clasificar las diferentes superalgebras de Lie basadas en gg, debemos
hallar las érbitas en Sym,q (go) bajo la accién izquierda del grupo (T, 5) € GL (go) x
GL (g1), tal que [T'(x), S(y)] = S([x,y]), dado por,

L' (T,8)-T = TS (), 57 ()-

El grupo de automorfismos de la superalgebra de Lie determinada por una I' dada es

el subgrupo de isotropia en I' de esta accion.

4.2. Formas canonicas de by, 1

Nuestro propésito es la clasificaciéon de todas las superdlgebras de Lie (g, p, ') cuando
g=00D g1, 9o = g1 = hons1 es el dlgebra de Lie Heisenberg y p estd determinada por la

representacion adjunta.

Definicién 4.2.1. Sea A una matriz antisimétrica de tamafo 2n, con entradas (A);; :=
Ai; vy sea {e1,..., ez} una base para F?". Definamos en F?"*! := (ej,... ea,,¢€0) la

siguiente estructura de dlgebra de Lie
[Gi, €j] L= Ai,j €0 1 S Z,j S 271,
[eo,ei]:zo 221,,2n

El dlgebra de Lie Heisenberg ho,1 se obtiene de la construccion anterior eligiendo A como
la matriz antisimétrica definida por Agx_190r :=1sik =1,...,ny A;; =0sit < jy

(2k — 1,2k) # (i, ).
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Sea go = bon+1 ¥ 91 = (f1, .-, fon, fo), al considerar p = ad 4, obtenemos:

[eiufj] :AZ,J fO 1 SZ?j §2n7
[EQ,fi]:O izl,...,Zn,

[ei,fo]:0 Z:L,Q’I’L

Escribamos ahora la forma bilineal simétrica I : g; X g1 — go en términos de estas

bases, esto es,

2n
U(fi, f;) = Zrﬁjek-
k=0
Se puede verificar facilmente que I' satisface (J1) si y solo si se cumplen:

2n
D TE AL =10 Ans + T8 Ars, T A + T A =0,
k=1

2n
D T Ak =T00An, Thodn =0,
k=1
2n
> ThoAnk =0.
k=1
Para todos, r, s,t, k € {1,...,2n}. En el caso de ha, 41 la A que la genera es una matriz

invertible, por lo que, podemos multiplicar en la primera ecuacién obtenida por (A7),

y sumar sobre r para obtener:

Fg,t = 5; Fg,t + 5; Fg,s’

Al ser A invertible la segunda ecuacién implica:

I =0.

Al sustituir en la tercer y cuarta ecuacién se concluye que:

0 _ 1k _
Fo,o—ro,o—oa
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y la dltima ecuacién se satisface trivialmente.

Ademas, de acuerdo al Lema 4.1.1, T' satisface (J2). Y entonces, por la Proposicién
4.1.2 tenemos una superalgebra de Lie (g, p,[') para g = hapi1 P bant1, p=ady, y I' que

satisface las ecuaciones anteriores.

Podemos ahora establecer que I' € Symadgo(gg) se corresponde con (I'y,...,T'y,, )
donde:
hi 0 ho A
i = ) 0— ’
0 0 A0

para i =1,...,2n, (hy)"' = hy y si p=1,...,2n. Entonces (hp)s: = 05 A\ + 9 A, donde
M= (At don).

En resumen, hemos probado la siguiente proposicion.

Proposicién 4.2.1. Sea F =R 6 C y go = hay+1(F) la respectiva lgebra de Lie Heisen-
berg, entonces

dimp (Sym,q, (90)) = n(2n + 3).

90

4.2.1. Determinacién de G actuando en Sym, (go)

Enunciemos ahora el siguiente resultado (ver [16]).
Proposicién 4.2.2. Sea b, 1(F) el dlgebra de Lie Heisenberg sobre el campo F y sea
Z(bani1(F)) el centro. Entonces T' € Aut(ha,41(F)) siy sélo si

B 0

Tt

Y

donde § # 0, 7 € F?" y B € Mat (2n, F) satisface B'JB = §J.

De acuerdo con la Proposicién 4.1.3, debemos determinar S € GL (g1) tal que

SoT_loadgo(-) :adgo(-)oSoT_l. (4.1)
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Recordando que go = ha,y1(F) es facil verificar que:

Lema 4.2.1. Sea R € Mat (2n + 1,F). Entonces R o ad 4 (2) = ad4,(z) o R para toda

x € go siy solo si
TIdQn 0

t

« r

donde r € F, o € F?n,

Corolario 4.2.1. S satisface la ecuacién 4.1 si y solosi S = RoT, i.e.,

rB 0
S = , donde o' = o'B + r7'.
ol rd

De la Proposicién 4.2.2 y el Corolario 4.2.1 podemos enunciar el siguiente resultado:

Proposicién 4.2.3. Si la estructura de algebra de Lie [-,-] de go estd fija y p = ad,,,
entonces el grupo (7, 5) € GL (go) x GL (g1) esta dado por

B ol [B o
G:{ r |r e F—{0}, 0,7 € F",6 £ 0, B € GL (2n, F), BUB:&J}.
5

) ot

Ahora podemos identificar Sym, (go) con producto 2n + 1 veces del espacio de ma-

trices simétricas de (2n + 1) x (2n + 1) mediante
I'¢+— (Fl, e ,an, Fo),

y por tanto la accién izquierda G' x Sym,q  (go) — Sym,q, (go) esta dada por

2n+1 2n+1
(T,S)-(I'y,...,Ton,Tg) = (Z Ty, (S™H'T; 87, Z Tonyr;(S™HT;8~ )

donde F2n+1 = Fo.
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Fijaremos ahora la siguiente notacion:
(f‘b s 7f2n7 f‘O) = (T7 S) ' (Flv s >F2n7F0)7

por lo que, en términos de la notacién por bloques para 7', S y I';, las ecuaciones para la

accion izquierda se pueden reescribir como:

2n
r’B'hiB =Y Bjsh, j=1,...,2n. (4.2)
k=1
r? B\ = A (4.3)
2n
r’(B'hoB + o(B'\) + B'Ac') = > " iy, + 6ho. (4.4)
k=1

Lema 4.2.2. La ecuacion 4.3 implica la ecuacién 4.2.

Demostracion. Sea E;(\) la matriz que en la columna j tiene a A y las demds columnas

son cero, es facil verificar que
hi=E;\N)+E;(\N, j=1,...,2n
y por tanto iLj = EJ(S\) + Ej(j\)t, por lo que:
r*B'h;B = r*B'(E;(\) + E;(\)")B
= r?B'E;(\)B + r*B'E;(\)'B
= r’B'E;(A\)B + B'(r*B'E;(M))!
= E;(\)B + B'E;(\)

2n
= Bjxhu.
k=1

4.2.2. Determinacion de las orbitas

Dadas las ecuaciones 4.2, 4.3 y 4.4 para la accién izquierda G X Symadgo (g0) —

Symy,qg, (go), haremos el andlisis en dos casos.
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Caso \ =0

Claramente se obtiene que las formas candnicas para h; con i = 1,...,2n deben ser
trivialmente cero. Con lo que se cumplen 4.2 y 4.3. Mientras que la ecuacion 4.4 se reduce

a

Sho = r*B'hoB. (4.5)

Denotemos por Sym(2n,F) a los espacios vectoriales generados por todas las matrices

simétricas de 2n x 2n sobre el campo F.

Recordemos que B*.JB = ¢.J donde B € GL (2n,F). Observemos ademés que Sp (2n, F)

GG tomando § = 1. Por lo que, una vez mas, la ecuacion 4.5 se reduce a

ho = r*BthyB. (4.6)

Por otro lado, definamos B’ = rB. Entonces (B')'JB’' = r?§.J, basta elegir r?6 = 1

para que B’ € Sp (2n,F).
Por lo que llegamos al siguiente resultado:

Lema 4.2.3. Para el caso A = 0. Las ¢rbitas de la accién izquierda de G sobre Sym(2n, F)

son las mismas que las de la accién izquierda de Sp (2n,F) sobre Sym(2n,F); es decir,

G -h =Sp(2n,F) - h para toda h € Sym(2n,F).

Entonces la clasificacién, hasta isomorfismo, de las superédlgebras de Lie g = go & g1
cuando gy = g1 = bons1 ¥ A = 0 es descrita por los representantes de las érbitas de
la accién (por congruencia) izquierda Sp (2n,F) x Sym(2n,F) — Sym(2n,F) dada por
B-h = B'hB.

Caso A # 0

En este caso, iniciamos con la ecuacion 4.3, eligiendo r y B de tal forma que

B\ = (1,0,...,0) =: e.

N
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Por lo que falta analizar la ecuacién 4.4, que en este caso se reduce a:

2n
12B'he B + O'(T2Bt;\)t + 2Bt = Z Tihi + dhog,

k=1
o equivalentemente
2n
Sho = r*B'hoB — Z Thi + (o€, + enat)
k=1
2n
= r’BthyB — Z Ty + (En(0) + En (o))
k=1
2(01—7'1) O2 —T2 03 —=T3 "+ Oon— Ton
09 — T2 0 0 cee 0
= 7"2BthgB + 03 — T3 0 0 N 0
092, — Top 0 0 cee 0

Observacion 4.2.2. Notemos que la elecciéon A = e; es irrelevante, es decir, basta con

que X # 0, para ello, observemos que

hZ:El()\):)\€§+€Z>\t:)\®€z+€z®)\,

por lo tanto {hq, ..., ho,} son linealmente independientes si y solo si A # 0. Por tanto,
2n
ZTkhk + En(0) 4+ Eu(0) € U,
k=1

donde U = (hq, ..., ha,). En otras palabras, el nimero de parametros que quedan después

de elegir A, es independiente de la eleccién de A.

De tal forma que la clasificacion, hasta isomorfismo, de las superalgebras de Lie g =
g0 D g1 cuando gg = g1 = bhoni1 ¥ A # 0 requerira del anélisis de cada uno de los bloques

de hg el cual no sera considerado en este trabajo.
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Conclusion

Dado que las formas candnicas para las superalgebras de Lie g = go @ g1 cuando gg
y g1 son el algebra de Lie Heisenberg y A =0 se restringe a determinar las orbitas de la
accién por congruencia del grupo Sp (2n, R) bajo las matrices simétricas. A continuacién
enunciamos los resultados que determinan que las formas candnicas de g cuando A=0es

una aplicacién de las formas candnicas para matrices Hamiltonianas.

De la Proposicion A.0.4 en el Apéndice §A, tenemos que las érbitas de la accion por
congruencia del grupo de Lie simpléctico bajo el espacio de matrices simétricas son las
mismas que las érbitas de la accién por congruencia del grupo de Lie simpléctico bajo el

algebra de Lie simpléctica.

También en el Apéndice §A, podemos observar que las orbitas de la accién por con-
gruencia del grupo de Lie simpléctico bajo el espacio de matrices simétricas son las mismas
que las orbitas de la accién por conjugacion del grupo de Lie simpléctico bajo el algebra

de Lie simpléctica.

Y entonces, las formas candnicas para las superalgebras de Lie g = go & g, cuando gg
y g1 son el algebra de Lie Heisenberg y A = 0 son precisamente las formas candnicas para

las matrices Hamiltonianas.
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Apéndice A

Algunas acciones interesantes

Proposiciéon A.0.4. Existe un isomorfismo entre el espacio de matrices simétricas y el

algebra de Lie sp(2n, R).

Demostracion. (Sym(2n,R),[-,-];) es un élgebra de Lie donde [X,Y]; = XJY —YJX
para todos X,Y € Sym(2n,R).

El morfismo de &lgebras de Lie ¢ : (Sym(2n,R), [, ];) — (sp(2n,R),[-,+]) tal que

X +— JX es un isomorfismo ya que J es invertible. O

En el Capitulo §3 trabajamos con la accién por conjugacién de Sp (2n, R) en su dlgebra
de Lie sp(2n,R):
¢ :Sp(2n,R) x sp(2n,R) — sp(2n,R)
(B,k) — B kB

Mientras que en el Capitulo 4 trabajamos con la accién por congruencia de Sp (2n, R)

en las matrices simétricas Sym(2n, R):

¥ : Sp (2n,R) x Sym(2n,R) — Sym(2n,R)
(B,h) B'hB

65
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Ademads, acabamos de mostrar que existe un morfismo de algebras entre Sym(2n, R)
y sp(2n,R):
¢ :Sym(2n,R) — sp(2n,R)
h — Jh

Observemos que
B7'kB = B~Y(Jh)B
= B 'Jn(J*B
= (JB)"Y(hJ)(JB).

De modo que se cumple el siguiente diagrama:
Sp (2n,R) x Sym(?n,Rf—> Sym(2n, R)

| |

Sp (2n,R) x 5p(2n,R)w sp(2n, R)

Y entonces las érbitas de la accién por congruencia del grupo de Lie simpléctico bajo el
espacio de matrices simétricas son las mismas que las orbitas de la accién por conjugacion

del grupo de Lie simpléctico bajo el algebra de Lie simpléctica.



Apéndice B

Formas candnicas de h; @ by

A continuacion se presenta de manera explicita el procedimiento para la clasificacién
de las superalgebras de Lie (g, p,I") cuando g = go® g1, go = g1 = b5 y p estd determinada

por la representacion adjunta.

Sean {e1,e2,e3,¢es,€0} ¥ {f1, [2, f3, [, fo} bases de bs. Denotemos por gy = bhs =
(e1,€2,€3,€4,€0) ¥ g1 = bs = (f1, f2, f3, f4, fo)-

Por definicién, hs = (eq, €2, 3, €4, €0) es tal que [e1, es] = eg v [es, e4] = €9. De manera

que, al considerar p : b — gl(h}) la representacién adjunta, obtenemos:

le1, fo] = fo, [ea, fi]l = —fo, les, fal = fo, les, f3] = —fo.

Ahora, sea I' : b} x hi — b} bilineal, simétrica y equivariante, luego

1
51—%1 = 1?2 - F§3 = Féllzl = F?5>
1
Fiz = §F§2 = FgQ = F§4 = ngn
3 2 1 3 4 5
1113 = F23 = §P33 = 1j34 - F357

1
Fil4 = Fg4 = F§4 = §Fi4 - Fi@
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Por lo tanto, I' € Sym,q, (go) se corresponde con (I';,I'y, I', I'y, I'g) donde:

hi O he O hs O
Fl_l aF2_2 7F3_3 y
0 O 0 O 0 O
hy O ho A
I‘4:4 7F0_0
0 O A0
Y
2a b ¢ d 0 a 00 0 0 a O 0 0 0 a
b 0 0 0 a 2b ¢ d 00 b 0 0 0 0 b
hlz 7h2: 7h3_ 7h4: y
c 0 0O 0 ¢ 00 a b 2c d 0 00 ¢
d 000 0 d 00 0 0 d 0 a b ¢ 2d
e f g h a
i1 7 k b
hO:f J -
g j 1L m c
h kE m n d

Donde los pardmetros son definidos por I'{; := a, F25 =b, '} ==, I‘45 =d, T3, =

Ahora, por la Proposicion 4.1.3, T € Aut(h;(F)) si y sélo si

B 0

donde B = [1,], 6.j = 1+ 4, 7 = [1y Ty Ty Toa] v 8 = TuTus + TonTyy —
T51Toy — TinTha # 0.

Y debemos determinar S € GL (g;) que satisface que para toda T' € Aut(h?),

(T"'oS)oad(z) =ad(z)o (T 0S).
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r 0 r
Por el Lema 4.2.1, R = t4 , donde o = |Rs; Rsy Rss R54]- Y entonces
o r -
B 0 i 5
S=r y S7t= 4 , donde o' = 7' 4+ —a'.
at o —otB7! 1 T
rd ré |

Recordemos que la accién izquierda G' x Sym,q  (go) — Sym,q, (go) estd dada por

4
Do DO T(S7)T;87", donde i = 0,1,2,3,4

J=0

Y las ecuaciones para la accién izquierda G' x Sym,q, (go) — Sym,q  (g0) se pueden

reescribir como:

r2(B'h; B) = Tiy1hy + Tigho + Tishs + Tishy, parai=1,--- 4. (B.1)
B\ = \. (B.2)
r? (B%OB +o(B) + Bt:\at) = Tsihy + Tsohs + Tsshs + Tsaha + Sho. (B.3)

Y para determinar las 6rbitas procedemos con dos casos:

Q>

S

Caso 1. )\ = = 0.

Q, o™

Claramente A = 0 y entonces hq, ho, hs, hy = 0. Por lo que se cumplen B.1 y B.2.

Mientras que la ecuacion B.3, tomando § = 1 se reduce a:

h() = ’I"QBtHQB.

Segun la Proposicién A.0.4, hay un isomorfismo de élgebras de Lie entre Sym(4,F) y

sp(4,F). Por lo que las posibles formas candnicas de las superélgebras de Lie g = go @ g1
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cuando go = g1 = b5 y A = 0 es descrita por los representantes de las érbitas de la accion

izquierda Sp (4,F) x sp(4,F) — sp(4,F) dada por B-h = B~'hB.

Cuando ' = R tenemos las mismas formas canoénicas que las expuestas en el Capitulo
2, seccion 2.2, con una quinta fila y quinta columna de ceros. Las cuales pueden ser dadas

siguiendo el procedimiento expuesto en el Capitulo 3 al calcular el conjunto de valores

propios de la matriz Hamiltoniana h. Estas son:

-a b
—b a
0 0
0 0
00

Raiz compleja a = a + ib

Raiz imaginaria pura y

raiz real @« = iby, B = a

o o o O

o o o o O

o O o o O

_b2

by

o o o o

0
ba
0
0
0

o o o o o

Raiz imaginaria pura

(distintas) a = iby, f = iby

Raiz cero

o o o O
o o o ov O

o O O o>
o o O

0

(multiplicidad

0

o o o O

0

O O o o

o o o o O

Raiz real (distintas)

a=a,=0>

o o o O

o o o O

0
Fby
0
0
0

Raiz imaginaria pura

(repetidas) a = 8 = ib;

a
o
0
0
0

(aw] (a] =} IS

+b,
0

0
0
0

0
0
0
+0,
0
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0
0
Fby
0
0

o o o o o

Raiz real (repetidas)

Ja=0

a=pF=a

o o o o o



> Q>

Caso 2. \ = # 0.

Q, o™

Elegimos r2B'A = (1,0,0,0)! =: e;. Por lo que la ecuacién B.3, se reduce a:

Shy = r*B'hB +

Ademas, de la Observacién 4.2.2 sabemos que la eleccion de ) := ¢, es irrelevante. Por

lo tanto, las posibles formas candnicas de las superalgebras de Lie g = go @ g1 cuando

2001 —T1) 09—Ty 03—T3 04— T4

02 — T2
03 — T3
04 — T4

0
0
0

0
0
0

0
0
0

go=01=0b5y A # 0 correspondientes a I';,I's, 'y y 'y estan dadas por

-2 000 O- -0 1
000O0O 10
00000, |OO
000O0O 0 0

_0 000 0_ _0 0

Y para I'y faltaria analizar los bloques de la matriz hy donde las posibles formas

o o o o o

o o o o o

o o o o o

—_

o O

o o o o o

o o o O =

o o o o o

o o o o o

o o O

o o o o o

canoénicas de dependeran de si el campo es sobre los reales o complejos.

o o o o o

o o o o =

o o o o o
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