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Introduccion

Este trabajo de tesis relaciona dos temas de gran importancia en la teoria de Probabi-
lidad y Estadistica; las distribuciones elipticas y las leyes infinitamente divisibles.

La familia de distribuciones elipticas surge de la idea de extender la distribucién normal
multivariada a distribuciones que conserven algunas de sus propiedades més importantes,
como la cerradura bajo aditividad, condicionamiento y marginalizacién [16], por mencio-
nar algunas. Su nombre proviene de que, en caso que exista la densidad, ésta tiene curvas
de nivel con forma de elipsoides en R™.

Desde la primera presentacién de esta familia hecha por Kelker [6] ha habido un desa-
rrollo constante en la investigacion sobre las propiedades y aplicaciones de este tipo de
distribuciones. Se pueden encontrar aplicaciones de las distribuciones elipticas en diver-
sas areas, por ejemplo en teoria de portafolios [15], en el andlisis estadistico de datos
direccionales [11], en series de tiempo financieras [3] y en general para construir modelos
estadisticos en los que el supuesto de normalidad no se satisface.

Las propiedades de las distribuciones elipticas se definirdn a partir de su relacién con
otra familia de distribuciones, llamadas distribuciones esféricas. Las distribuciones esféri-
cas cumplen la propiedad de ser simétricas bajo cierta transformacién que se definird mas
adelante, de esta simetria se derivan sus demés propiedades.

Otro concepto fundamental para el desarrollo de esta tesis es el introducido en 1929
por Bruno De Finetti [5], llamado divisibilidad infinita. Un vector aleatorio se dice que
es infinitamente divisible si su distribucion se puede expresar como la distribucion de
una suma de n vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos (i.i.d.),
para cualquier entero positivo n. Las distribuciones infinitamente divisibles son de interés
ya que forman una generalizacion del Teorema de Limite Central, la generalizacion se
obtiene al relajar las condiciones impuestas en dicho teorema, por ejemplo no considerar
la condicion de varianza finita para los vectores 7.7.d.

Por otro lado, las distribuciones infinitamente divisibles estan intimamente relaciona-
das con los procesos de Lévy (procesos con incrementos independientes y estacionarios).
Para ser precisos, la coleccion de todas las distribuciones infinitamente divisibles estan
en relacién uno a uno con la colecciéon de todos los procesos de Lévy, ver por ejemplo
[20]. Més aun, a partir de la funcién caracteristica de un vector infinitamente divisible es
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posible encontrar una terna (A, v,7) que caracteriza de manera tinica al proceso de Lévy
correspondiente.

Algunas de las subfamilias de distribuciones elipticas de mayor interés desde el punto
de vista tedrico como aplicado segin Jensen [14] y presentadas con mayor detalle por Fang
[16] son:

1. Normal Multivariada.
2. Estable.

Uniforme Multivariada.
Logistica.

Tipo Kotz.

Pearson tipo VII.

t Multivariada.

Pearson tipo II.

© 0 N e vk W

Mezcla Normal Varianza.

El objetivo de este trabajo es probar la propiedad de divisibilidad infinita para estas
distribuciones, esto es de interés por diversas razones. Desde el punto de vista tedrico,
conocer cudles distribuciones elipticas son infinitamente divisibles nos puede ayudar a crear
nuevas distribuciones elipticas con esta propiedad. Por otro lado, desde el punto de vista
practico la motivacién surge de la gran cantidad de aplicaciones que se han encontrado en
diversas areas de las ciencias para los procesos de Lévy y de la relacion ya mencionada entre
las distribuciones infinitamente divisibles y los procesos de Lévy. Ademas, conocer que una
distribucién es infinitamente divisible nos permite hacer inferencia sobre los pardametros
del proceso de Lévy correspondiente.

Este mismo objetivo ya ha sido trabajado anteriormente por algunos autores para cier-
tas subfamilias, por ejemplo en [18] se presenta la primera prueba de divisibilidad infinita
para la distribucion ¢ multivariada, al igual que su correspondiente representacion de Lévy.
Algunas de estas distribuciones se conoce desde hace tiempo que son infinitamente divisi-
bles (ver [20]), como es el caso de las distribuciones Normal y Estable.

La tesis esta estructurada como sigue. En el primer capitulo se presentan las definiciones
y resultados sobre las distribuciones elipticas y la divisibilidad infinita que seran de utilidad
en los capitulos posteriores. En el segundo capitulo se definen cada una de las distribuciones
listadas anteriormente junto con sus propiedades més importantes. Finalmente, en el tercer
capitulo se prueba la propiedad de divisibilidad infinita en cada una de las distribuciones,
haciendo uso de los resultados obtenidos en el primer y segundo capitulo.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Notacion

En este trabajo de tesis se utilizardn negritas para representar vectores (usualmente
en R™) y mayusculas para denotar aleatoriedad. Las letras griegas seran la excepcion,
proporcionando su dimensién al momento en que se utilicen.

X : Vector aleatorio en R".

X’ . Transpuesta del vector X.

x| . Norma del vector x = (1, ..., x,,)" dada por |x|= (22 + .- 4 22)1/2,
Sn—t . Esfera unitaria definida como S" ! = {x € R": |x| = 1}.

r(A) : Rango de la matriz A.

O(n) : Conjunto de matrices ortogonales de n X n.

14 : Funcién indicadora del conjunto A.

F : Funcién de distribucién o distribucion.

Jgn dF(x) : Integral multiple con respecto a la distribucién F.

FxG(t) : Convolucién de las medidas F'y G, definida como

FxG(t) = [7_F(t — z)dG(x).

P(t) : Funcién Caracteristica en R".
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R(2) : Parte real de z € C.

['(2) : Funcién gamma de pardmetro z € C definida como
= [ et (R(z) > 0).

B(a,p) Funcic’)n beta de pardmetros «, 5 € C definida como
= 2 [T (sen 0)2 (cos 6)**~dB, (R(a), R(B) > 0).

k k] _ I(atk)
alt W=

Simbolo de Pochhammer, definido como «a 7 a € C, k entero

no negativo.

XLy [gualdad en distribucién de los vectores aleatorios X y Y.

A continuacion se presentaran los conceptos y resultados mas importantes que se uti-
lizan en el desarrollo de la tesis.

1.2. Distribuciones Esféricas

La funcién caracteristica es un elemento que se estard utilizando constantemente du-
rante la tesis ya que permite probar propiedades distribucionales del vector de manera
mas facil que al utilizar la funcion de distribucion.

Definicién 1.2.1. (Funcién Caracteristica) La funcién caracteristica de un vector
aleatorio X& R" con distribucién F', es una funcién ¢ : R® — C definida como:

B(t) = BletX] = / %I (x).
Algunas de sus propiedades elementales son las siguientes:

1. La funcién caracteristica siempre existe y satisface [¢(t)| < ¥(0) = 1, para toda
t e R

2. Si X; tiene funcion caracteristica ¢;, 1 = 1,2 y X, X5 son independientes, entonces
la funcién caracteristica de Xy 4+ Xj es el producto ¢4 (t)s(t).

3. La funcién caracteristica de un vector aleatorio determina de manera tnica su dis-
tribucion.

Estas y otras propiedades se pueden consultar en [20].

Observacion 1.2.1. Se utilizara la notacion ¢x (t) para referirse a la funcién caracteristica
del vector aleatorio X.

Dado que la distribucién uniforme juega un papel importante en las propiedades de
las distribuciones esféricas, la definimos a continuacién.
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Definicién 1.2.2. (Distribucién uniforme en S"') Se dice que U™ = (U, ..., U,
es un vector aleatorio uniformemente distribuido sobre la esfera unitaria S™ ! si tiene
funcion de densidad dada por

1
fU(n)(X) = S_a |X| = 17

n

n/2 , L
donde S,, = % es el area de la esfera unitaria.

Como se mencioné en la Introduccion, las distribuciones elipticas son una generalizacion
de las distribuciones esféricas, es por esto que se empezara por definir a éstas ultimas para
mas adelante establecer su relacién con las distribuciones elipticas.

Definicién 1.2.3. (Distribucién esférica) Un vector aleatorio X se dice que tiene
distribucién esférica si para cada matriz I' € O(n),
rx £ X,
donde O(n) denota al conjunto de matrices ortogonales de n x n.
Observacion 1.2.2. Si X es un vector esférico en R", escribiremos X ~ S,,(+).

De la definiciéon anterior se sigue que las distribuciones esféricas son invariantes bajo
tansformaciones ortogonales, geométricamente esto significa que dos vectores con igual
norma tendrdn la misma distribucién. Ademads, se verifica que U™ es esférica, ya que
todos los vectores sobre la esfera unitaria tienen densidad constante.

Definamos a ®,, como
®, = {o() : ¢(t3 + - - +t2) es una funcién caracteristica n-dimensional}.

Existen definiciones equivalentes para las distribuciones esféricas, en [16] se presentan las
siguientes:

Proposicién 1.2.1 ([16], p. 27). Un vector aleatorio X= (Xy,...,X,,)" se dice que tiene
distribucion esférica si y solo si su funcion caracteristica ¥(t) satisface alguna de las
siguientes afirmaciones equivalentes:

i) Para cada T € O(n),
(I't) = (L), teR™

it) Eziste una funcion escalar ¢ tal que (t) = ¢(¥'t), es decir, ¢ € ,,.

Como se puede notar, la funcién caracteristica de un vector esférico esta determinada
por la funcién ¢ de la Proposicién 1.2.1 inciso i), por esta razén ¢(-) es llamado el gene-
rador caracteristico de la distribucién esférica. Se usara la notacién X ~ S, (¢) para hacer
referencia al generador caracteristico ¢.

Es posible hallar una expresion para ¢ en términos de la funcién caracteristica de la
distribucién uniforme en S™~!. Esto se enuncia en el siguiente teorema.
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Teorema 1.2.1 ([16], p. 29). Una funcion ¢ € ®,, si y sdlo si

(b(t):/OOOQn(trQ)dF(r), teR, (1.1)

donde F' es una funcion de distribucion sobre [0,00) y

1 )
Yy = | Ve,
n JSn—1

es decir, Q,(¥t) es la funcion caracteristica de U™.

El teorema anterior nos proporciona una forma de calcular el generador caracteristico
de una distribucién esférica sin la necesidad de calcular su funcién caracteristica. Ademas,
nos proporciona la relacion entre la distribucién F'y X y establece la siguiente represen-
tacion.

Corolario 1.2.1 ([16], p. 30). Sea ¢(t't) la funcion caracteristica del vector aleatorio X,
¢ € ®,. Entonces X tiene representacion estocastica

X £ ru™

donde R es una variable aleatoria no negativa independiente de U™, y R ~ F(r) estd re-
lacionada con ¢ por la relacion (1.1).

A la variable aleatoria R del corolario anterior se le llama la variable generadora, a F
la funcién de distribucién generadora y a U™ la base uniforme de la distribucién esférica.

A continuacién se enunciaran algunos teoremas que seran de utilidad mas adelante, se
presentan sin demostracién por no ser de importancia para el objetivo de esta tesis.

Teorema 1.2.2 ([16], p. 30). Suponga que X L RU™ ~ Sp(@) y P(X = 0) =0, entonces
X| LR, X/X|< U™
Ademas, |X| y X/|X| son independientes.

Teorema 1.2.3 ([16], p. 20). Sea U™ = (U4, ..., U,), entonces la densidad marginal de
(Uy, ..., Ug), k <n, estd dada por

['(n/2) i ) . k )
I((n—k)/2)rk/2 (1 - ;%) ; ;uz < 1.

Teorema 1.2.4 ([16], p. 31). Sea X = (X4, ..., X,,)" vector aleatorio. Entonces X tiene
distribucion esférica si y solo si para cualquier a € R™, se tiene

dX < |aX;.
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En general, un vector aleatorio esférico no necesariamente tiene densidad, sin embargo,
de la Proposicién 1.2.1 se puede observar que de tenerla, ésta serfa de la forma g(x'x) para
cierta funcién no negativa g(-). A la funcién g se le llama el generador de densidad de
X, se usara la notacion X~ S, (g) para referirse a ella. Esta funciéon debe satisfacer la

condicién -
n/2—1 d
Y g(y)dy < 0.
0

Esta condicién se obtiene ya que de otro modo no se podria definir la densidad de la
variable R, esto se aprecia mas claramente a partir del siguiente teorema.

Teorema 1.2.5 ([16]). Si X £ RUM ~ Sn(g), entonces X tiene generador de densidad
g(+) sty sdlo si R tiene densidad f(-) y la relacion entre f y g es:

27Tn/2
[(n/2)
Es de interés dar una expresion de la funcién caracteristica de un vector con distribucién

uniforme en S™!. Puesto que esta expresién se encuentra dada en términos de funciones
hipergeométricas, definimos a la funcién hipergeométrica generalizada como:

fr) = r"lg(r?). (1.2)

) a[lk} G;Lk]z
Fy(ay,...;ap;b1,...,bg2) = -
ptq ) s Up, ) s Yq» k 5

p— b[l]...bg]k!

donde p, g son enteros positivos y aq, ..., ap, b1, ..., by, 2 € C.

En el caso que p =0, ¢ > 0, la funcion hipergeométrica generalizada se define como

oo

B b'Z)_Z;£
0£°g\Y15 -5 Ygs b[lk]-"b([]k} k!’

k=0

analogamente se define el caso ¢ =0, p > 0.

El siguiente teorema presenta tres expresiones para la funcién caracteristica de U™
junto con sus demostraciones.

Teorema 1.2.6 ([16], p. 70). Sea Q,.(|t]°), t € R* la funcién caracteristica de U™,
entonces Q,(|t|?) se puede expresar de las siguientes formas equivalentes:

D () = gt / expl(i[#] cos ) (sen 0)"2db.

i) 0,40 = P3P T2k + 1)

p (n+2k)/2)
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i) Q. ([8?) = o F} (—' —%) donde oF es la funcion hipergeométrica generalizada con
p=0,qg=1.

Demostracion. i) Ya que U™ es un vector esférico, por el Teorema 1.2.4, tenemos que
U™ L |¢(u;, U™ = (Uy,...,U,).

Ademas, del Teorema 1.2.3, la densidad de U; esta dada por
2\ "5+ 1 2

__ T/2)
f(u1>_I‘((n—1)/2)\/7_r(1_u1) , ouy < 1.

Por lo tanto,

Q,(t]?) = Elexp(it' U™)] = Elexp(i|t|U;)]

= /_1 exp(i’t‘uﬂr((nr—(q/i;)ﬁ (1 _ u%)(n—l)/2—1 d
1

= B —1)/2.12) /O7r exp(i|t] cos §)(sen 6)"2d6.

Para obtener la ultima igualdad se utiliza el cambio de variable u; = cos#, la igualdad
I'(1/2) = 7'/2? y la identidad B(a, B) = M

Ui

(ath)
ii) Por el inciso i), las identidades B(«, ) = % ['(1/2) = /7 y por la represen-
tacion en series de Taylor de f(z) = exp(z), z € C, se tiene

Q.(t]H) = Blin— 11)/2’ 172) /O7r exp(i[t] cos ) (sen §)"2df

['(n/2) /7r ; (i]t| cos 0) (sen 6240

~ /Al((n—1)/2) Il
['(n/2) |t|cos@ _—
~ /rl((n - 1)/2) 2/ n )" do.

Donde el intercambio entre la suma y la integral se obtiene aplicando el teorema de Fubini.
Ahora, por la definiciéon de la funciéon beta y por la periodicidad de las funciones seno y

coseno:
ﬂ(sen 0)"2(cos 0)'df) = B((n—1)/2,(l+1)/2) , siles par
0 0 , si [ es impar.

Entonces, para [ = 2k:
W) = 72 O (g B D2 @+ 1))

val'((n — (2k)!
L(n/2) < (=1)* Itl% I'((2k +1)/2)
NG kzo k) T((n+2k)/2)
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iii) La férmula de duplicacién de la funcién gamma ([24], p. 256) dice que:

['(22) = \/%7222_;F(Z)F (z + %) , z€C, R(z)>0.

Despejando I'(z + %) de la igualdad anterior tenemos

1\ V2al(22)2: %
r - ) = . 1.
(-+3) =5 -
Por la ecuacién (1.3) con z =k
P(k+1/2) V2rl(2k)2:~% 4k (1.4)

SRR T Jab(k) (k) KL

Por otro lado, del inciso ii)

(|61

n/2 Z \t[ F(k +1/2) L5

- k) T(n/2+k)

Finalmente, sustituyendo la ecuacion (1 4) en (1 5)

i t2k n/2
Z )*[t[*  T(n/2)

(It
O ([tl°) 4'%' T'(n/2 + k)

k=

00 It]?
Z n/2 ) (K] < !)

k=0
n —[tf
0 1(27 4 )
[

Corolario 1.2.2. Sea X un vector aleatorio con distribucion esférica y generador de
densidad g, entonces su generador caracteristico se puede calcular de la siguiente manera

e}

d(z) = 2n"/? /OOO [Za m (—%2) k] " Lg(r?)dr.

k
Demostracion. Usando los Teoremas 1.2.1, 1.2.5 y 1.2.6 inciso iii) tenemos que

¢(x) = /OOO Q(zr?)dF (r)
<[ () s
/ n/z/i)k; ]il (_Zﬂ)k 13(2722)7“"‘19(7“2)%

= op"/? /OOO lim (_%ﬂ)k] " Lg(r2)dr.

k=0
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1.3. Distribuciones Elipticas

En esta seccion se definen a las distribuciones elipticas, las cuales se obtienen a partir de
las distribuciones esféricas presentadas en la seccién anterior, por lo que las propiedades de
las distribuciones elipticas se derivan de las propiedades estudiadas para las distribuciones
esféricas.

Definicién 1.3.1. (Distribucién Eliptica, [16] p. 31) Un vector aleatorio X € R™ se
dice que tiene distribucién eliptica con parametros p y X si

donde i es un vector de n x 1, ¥ matriz simétrica definida no negativa de n x n con
r(X) =k, k <n, Amatriz de k x n tal que A’A = X.

Observacion 1.3.1. Al vector Y de la definicién anterior se le llamara el vector esférico
asociado a X. Se escribird X ~ EC,, (1, 3, ¢) para denotar un vector eliptico con pardme-
tros u, Xy ¢ generador caracteristico del vector esférico asociado Y.

En [16] p. 43 se prueba que X, ¢ y A no son tinicos a menos que se imponga la condicién
adicional det(X) = 1.

Definicién 1.3.2. (Definiciones Equivalentes, [16]) Si X ~ EC,, (i, 3, ¢) conr(X)=k
entonces:

i) La funcién caracteristica de X es de la forma
Y(t) = o (t'SH),
para toda t € R™.

ii) X tiene representacién estocastica
X £ ji+ RAUW,

donde U™ es el vector uniforme en S"~1 R es una variable aleatoria no negativa
independiente de U® y A’A = ¥

Proposicién 1.3.1. ([16], p. 46) Sea X ~ EC,, (1,%,0), supongamos que X tiene densidad
f, entonces f tiene la forma:

f(x) = CulS72g((x = p)S™H(x = ),

donde C,, es la constante de normalizacion y g(-) es el generador de densidad del vector
esférico asociado a X.
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De la proposicion anterior observamos que una condicién necesaria para que una dis-
tribucion posea densidad es que la matriz > debe ser de rango completo. En el caso que X
tenga densidad, se podrd utilizar la notaciéon EC,,(u, 3, g) en lugar de EC, (i, X, ¢) para
hacer referencia a la funcién g.

La siguiente proposicién nos indica que el vector esférico asociado a un vector eliptico
es su version estandar, esto nos sera de utilidad més adelante ya que como veremos, para
probar la propiedad de divisibilidad infinita de un vector eliptico es suficiente con probar
esta propiedad para su vector esférico asociado.

Proposicién 1.3.2. Sea X un vector aleatorio eliptico con distribucion EC,(u, X, ¢), ¥
de rango completo, entonces su vector esférico asociado Y tiene distribucion EC, (0, I,,, 9).

Demostracion. Ya que X es un vector eliptico, por la Definicién 1.3.2 tenemos que
Ux(t) = e Po(t'St).
Tomando p =0y X =1,:
Ux(t) =o(t't).

Pero por definicion ¢ es el generador caracteristico del vector esférico asociado por lo que
o(t't) = 1y (t), es decir, Y ~ EC,(0,1,, ¢). O]

1.4. Divisibilidad Infinita

La divisibilidad infinita es una propiedad sumamente estudiada por varias razones.
Tedéricamente su importancia radica en su intima relacion con los procesos de Lévy, ya que
como se prueba en [20], si {X;}+>0 es un proceso de Lévy en R™, entonces para cada t,
X, sigue una distribucién infinitamente divisible. Por otro lado, en [9] se menciona que su
aplicacion mas importante ocurre en la modelacion, ya que algunos modelos sélo pueden
ser definidos en términos de distribuciones infinitamente divisibles.

Definicién 1.4.1. (Distribucién Infinitamente Divisible) Un vector aleatorio X en

R™ es infinitamente divisible si cumple que para cada m = 1,2,... existe una sucesion de

vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos X, ..., X,, », tales que:
d

X=Xim+ 4+ Xpm. (1.6)

La definicion de divisibilidad infinita también se puede dar en términos de la distribu-
cién o de la funcién caracteristica del vector aleatorio, como vemos a continuacién. Sea
X € R™ un vector aleatorio con funcién de distribucién F' y funcién caracteristica 1(t),
entonces X es infinitamente divisible si y sélo si para cualquier m € N, existe una funcién
de distribucion F,, € R™ tal que:

F=FT (1.7)



CAPITULO 1. PRELIMINARES 10

donde F™ denota la m-ésima convolucién de F), consigo misma. Ademas, se dice que X
es infinitamente divisible si y sélo si, para cada m € N, existe una funcién caracteristica
Y (t) tal que:

U(t) = (Ym(t)™, teR™ (1.8)

Observacién 1.4.1. Ya que las definiciones anteriores son equivalentes, se utilizara el
término X infinitamente divisible para referirse a (1.6), F' infinitamente divisible para
referirse a (1.7) y + infinitamente divisible para referirse a (1.8).

La propiedad de divisibilidad infinita también se puede obtener a través del generador
caracteristico de una distribucion esférica, los siguientes resultados nos serviran de apoyo
para demostrarlo.

Proposicion 1.4.1. Sea X un vector esférico infinitamente divisible, entonces para cada
m € N, los vectores aleatorios X;,,, 1 = 1,....,m como en la Definicion 1.4.1 tienen
distribucion esférica.

Demostracion. Por la definicién de vector esférico tenemos que X 2 I'X, ademds ya que
X infinitamente divisible,

Xin,m“—"'—{'Xm,m
L IX g+ + T (1.9)

Yaque X, ,,, 7 = 1, ..., mson ¢.7.d., también los vectores I'Xy ,,,, ..., I'X,,, ,,, lo son. Utilizando
(1.9) tenemos que

Ux,, (6) = (Ux(£)" = (Urx (6)) ™" = Yrx, . (b).

d . , . J
Por lo que X, ,, = I'X;,, para i =1, ...,m, de aqui se sigue que cada X, ,, es esférico. [

El siguiente teorema nos proporciona una relacion entre la divisibilidad infinita de un
vector esférico y la de su generador caracteristico.

Teorema 1.4.1. Sea X = (Xy,...,X,,) un vector aleatorio esférico con funcion carac-
teristica (-) y generador caracteristico ¢(-). Si X es infinitamente divisible entonces ¢(t?)
es infinitamente divisible.

Demostracion. Si X es infinitamente divisible, entonces para cualesquiera m € N, t € R",
se tiene

() = (Pm(t))™,
con v, cierta funcion caracteristica en R"™. Por la Proposicion 1.4.1 y ya que X es esférico,

m(t) es la funcién caracteristica de un vector esférico, ademds por la Proposicién 1.2.1
inciso 4i) la ecuacién anterior es equivalente a

H(t't) = (b (t't))™, teR™. (1.10)
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Donde ¢,,(-) es el generador caracteristico de ,,(-). Tomando ty = (¢,0,...,0)', ¢t € R
tenemos que

(to) = E[e"] = o(t?),

de aqui que ¢(#?) es una funcién caracteristica en R, andlogamente ¢,,(t*) es una funcién
caracteristica en R. Utilizando la ecuacién (1.10) con t = t,, se cumple que para cualquier
m € N,

¢(t*) = (¢m(t*)™, tER,
por lo que ¢(t?) es infinitamente divisible.
[

Proposicién 1.4.2. Sea ¥ matriz de n x n con r(X) =k, k < n. 513X = A’A con A
matriz de k X n, entonces la matriz definida como M = AA’ es invertible.

Demostracion. Por propiedades del rango de una matriz (ver [27]) tenemos que si A es
una matriz de k£ X n entonces

r(A) =r(A") =r(AA).

Pero por hipétesis, A’A = X y r(X) = k por lo que 7(A) = k. Ademads, usando nuevamente
la propiedad del rango para A’ tenemos

r(A') =r(4) =r(44),
por lo que M es una matriz de kxk con (M) = k, es decir, M es una matriz invertible. []

La siguiente proposicion demuestra que para probar la divisibilidad infinita de una
distribucion eliptica es suficiente probar esta propiedad para su distribucién esférica aso-
ciada.

Proposicién 1.4.3. Sea X ~ EC, (i, %, ¢), X de rango k < n, entonces X es infinita-
mente divisible si y solo si su vector esférico asociado Y ~ Si(¢) es infinitamente divisible.

Demostracion. Primero supongamos que Y es infinitamente divisible, por lo que para todo
m € N existen vectores aleatorios Y p,, ..., Yy m 2.4.d. tales que

Yin,m—i_—i_Ym,m

Sea A matriz de k x n tal que A’A = X, entonces
A/Y i A/Yl,m + st + A/Ym,ma

de aqui que
-+ AY L <A’Y17m + ﬁ) +oet (A’Ymﬁm + ﬂ) .
m m
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Ya que Yy, ..., Yy, son d.d.d., también lo son los vectores A'Y;,, + L&, i = 1,...,m.
Ademas, como Y es el vector esférico asociado a X, se cumple

XL+ AY.

—_ A o .
Tomando X, = A"Y;,,, + 1 =1,...,m tenemos:

X £ Xy 4+ Ky,

por lo que el vector X es infinitamente divisible.
Si ahora tenemos que X es infinitamente divisible, entonces para toda m € N

X L Xyt + X (1.11)

Como Y es el vector esférico asociado a X tenemos que
XL+ AY. (1.12)

Por la Proposicién 1.4.2, la matriz de dimensién k£ x k dada por AA" es invertible, por lo
que despejando Y de la ecuacién (1.12) y utilizando la igualdad (1.11) obtenemos

Y £ (AA) A = pfm) - o (AX) A — /).
Tomando Y;,, = (AA) P A(X;,, — u/m) para i = 1,...,m se tiene que

YLY 0+ 4 Yom,

finalmente, como X, ..., X, son 7.7.d. entonces también Y ,,, ..., Y, lo son, por lo
que Y es infinitamente divisible. O

A partir de la siguiente proposicion se pueden construir distribuciones esféricas infini-
tamente divisibles tomando una variable aleatoria no negativa R infinitamente divisible.

Proposicion 1.4.4. Sea X un vector aleatorio esférico con representacion estocdstica

X £ RU™. i la variable R con distribucion F es infinitamente divisible, entonces X es
infinitamente divisible.

Demostracion. Por el Corolario 1.2.1 tenemos que R y U™ son independientes, por lo
tanto la funcion caracteristica de X esta dada por

o () = / BV aF(r), t € R,
0
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Utilizando que R es infinitamente divisible y por propiedades de la convolucién tenemos:
wRUm) (t) :/ E(eirt/U(n))dF;lm(r)
0

= { /0 " B U)dE, (1)
=(tm(t))™.

m

Donde ,,(t) es la funcién caracteristica de RmU(”), con R,, ~ F,, una variable aleatoria
no negativa independiente de U™. Por lo que X es infinitamente divisible. O]

Las siguiente definiciones nos serviran cuando probemos la propiedad de divisibilidad
infinita en las distribuciones elipticas de nuestro interés.

Definicién 1.4.2. A la distribucion concentrada en un sélo punto v € R” se le conoce
como la distribucién 0 y es denotada por d.,.

Teorema 1.4.2. ([20], p.149) Si el vector aleatorio X con distribucion F' es infinitamente
divisible y F' no es una distribucion o, entonces su soporte no estd acotado.

Teorema 1.4.3 ([20]). Si el vector aleatorio X con funcion caracteristica ¢ es infinita-
mente divisible, entonces ¥ (t) no tiene ceros, es decir 1(t) # 0 para toda t € R™.

Corolario 1.4.1. Si el vector aleatorio X con generador caracteristico ¢ es infinitamente
divisible, entonces ¢(x) no tiene ceros positivos, es decir ¢(x) # 0 para toda x > 0.

Demostracion. Se sigue del Teorema 1.4.3 y de la igualdad ¥ (t) = ¢(t't). ]

El siguiente teorema es fundamental para la teoria de distribuciones infinitamente
divisibles ya que caracteriza, a través de tres elementos, a la funcién caracteristica de
todas las distribuciones infinitamente divisibles.

Teorema 1.4.4. (Férmula de Lévy-Khintchine) Un vector aleatorio X € R"™ con
funcion caracteristica ¥(t) es infinitamente divisible si y solo si existe una terna (A,v,~y)
tal que

n

»(t) = exp {—%t’At—F W't—i—/ (e — 1 —itx 1p(x))v(dx)|,

donde D = {x : |x| < 1}, A es una matriz n X n simétrica no negativa definida, v € R" y
v es una medida en R™ que satisface:

V{0) =0 y /n(\x|2/\1)1/(dx)<oo.



Capitulo 2

Distribuciones Esféricas y Elipticas

Como se menciondé en el capitulo anterior, en este trabajo se estudiaran las siguientes
subfamilias de distribuciones elipticas junto con su divisibilidad infinita:

1.
2.

= W

R R

Normal Multivariada.
Estable.

Uniforme Multivariada.
Logistica.

Tipo Kotz.

Pearson tipo VII.

t Multivariada.
Pearson tipo II.

Mezcla Normal Varianza.

Excepto para la distribucion Estable, las definiciones se daran en términos de su gene-
rador de densidad.

2.1.

Normal Multivariada

Definicién 2.1.1. El vector aleatorio X € R” tiene distribucién Normal multivariada con
pardametros ;. € R™ y 3 matriz definida no negativa de n x n (X ~ N, (u, X)), si para cada
t € R”, la distribucién de t'X es normal univariada.

Teorema 2.1.1. Si X ~ N, (u,X) entonces X tiene funcion caracteristica dada por

P(t) = exp (w't— %tht) , teR"™

14
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Demostracion. Tenemos que 1(t) = E[e*X] = ¢yx(1). Pero por la definicién anterior t'X
tiene distribucién normal con media t'p y varianza t'>t, por lo que t'X ~ N(p/'t, t'St), y
utilizando la funcién caracteristica de una normal univariada se obtiene el resultado. [

Una consecuencia del teorema anterior y de la Definicién 1.3.2 inciso i) es el siguiente
corolario.

Corolario 2.1.1. El generador caracteristico de X ~ N, (u, ) estd dado por
Pp(u) =e 2 u>0.

Teorema 2.1.2. Si X es N,(u,X) y X definida positiva, entonces tiene densidad de la

forma
1 1

fx) = rye)ie P —5(x— 0)SH(x = p)

Corolario 2.1.2. El generador de densidad de X ~ N,(u,Y) con X definida positiva
esta dado por

g(u) = e,

Demostracion. Se obtiene del Teorema 2.1.2 y de la Proposicién 1.3.1. m

De los Corolarios 2.1.1 y 2.1.2 podemos observar que en la distribucién normal multi-
variada, su generador caracteristico y su generador de densidad coinciden.

2.2. Estable

Existen varias maneras de definir a las distribuciones estables multivariadas, a conti-
nuacién se presenta la definiciéon dada en [16].

Definicién 2.2.1. ([16], p. 93) Se dice que X € R” tiene distribucién estable si su funcién
caracteristica es como sigue

Y(t) = exp(r(t't)*?), 0<a<2, r<O0.

La distribucién Estable tiene como casos particulares a distribuciones importantes, por
ejemplo con a = 1, r = —1 se obtiene la distribucién Cauchy multivariada presentada en

[16] y si se tiene a = 2, r = —1 se obtiene la distribucién Normal multivariada.

2.3. Uniforme Multivariada

Esta distribucién ya fue previamente definida en el Capitulo 1. Recordando la Defi-
nicién 1.2.2, se dice que U™ es un vector aleatorio uniformemente distribuido sobre la
esfera unitaria si tiene funcién de densidad dada por

1

fU(")(X) = S_n, |X‘ = 17
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n/2 , . .
donde S,, = % es el drea de la esfera unitaria.
La distribucién uniforme multivariada es una distribucion esférica importante ya que
como se mostrd en el Corolario 1.2.1, la representacién estocastica de cualquier vector
aleatorio eliptico es el producto de un vector uniforme y una variable aleatoria no negativa

R independiente de U™,

2.4. Logistica

La distribucién logistica multivariada ha sido estudiada por diversos autores y a través
de diferentes definiciones, la distribuciéon logistica eliptica simétrica no tiene ni marginales
ni condicionales logisticas (ver [4]), sin embargo, su nombre se debe a que su generador de
densidad tiene la forma de una densidad logistica univariada.

A continuacién se presentan algunos resultados de la distribucion logistica eliptica
simétrica.

Definicién 2.4.1 ([16], p.92). Sea X un vector aleatorio en R", se dice que X tiene
distribucién logistica eliptica simétrica multivariada con parametros p € R" y ¥ matriz
de n x n definida positiva, denotado como X ~ ML, (11, %, g), si su generador de densidad

es de la forma
6—U
=C,——, u>0,
g(u) T “2

donde

n/2 00 e~V
C—l — m / n/2—1 du.
O N

Observacién 2.4.1. Por practicidad, de aqui en adelante nos referiremos a la distribucién
logistica eliptica simétrica simplemente como distribucién logistica.

Aunque no se tiene una expresion sencilla para la funcién caracteristica de un vector
con distribucién logistica, ésta se puede escribir de la siguiente manera.

Proposicién 2.4.1. La funcion caracteristica del vector aleatorio X ~ M L, (0, I,), n > 2,

esta dada por:
[e.e]

U(t) = Gy (1P e

j=1
Demostracion. De acuerdo a la definicién de funcién caracteristica tenemos que
S4 !
¥(t) = Bl

= C'neitlx—,dx
e (1 + )2

—x'x

e
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Ademas, con ayuda de la representacién en series de Taylor alrededor del cero de la funcién
flz) = oz Obtenemos

o0

fla) =) (=1, o] < 1.

j=1
Ya que u > 0 entonces e < 1, por lo tanto

—Uu

e
(1 +e7v)?

_Z e ]“‘ (2.2)

Sustituyendo (2.2) en (2.1) con u = x'x, y aplicando el teorema de Fubini obtenemos que

fle™) =

o

Y(t) = [ Coe™™ D (1) je ¥ xdx

R =
=Cp Y (1) / et XTI X x (2.3)
j=1 R

Por otro lado, la integral anterior se puede expresar como,

it'x  —jx'x n/2 :—n/2 it'x 6_%x/(2j1n)x
/n e e dx = n"'"y /n e (271)”/2(2j)—n/2dx' (2.4)

Tomando ¥ = ]In7 entonces la integral del lado derecho de (2.4) corresponde a la funcién
caracteristica de un vector normal multivariado con media 0 y matriz de covarianzas X..
Por el Teorema 2.1.1 tenemos

/ eit/xefjx’xdxzﬂ.n/?] /6 4]tt (25)

Sustituyendo (2.5) en la ecuacién (2.3) obtenemos el resultado. O

Corolario 2.4.1. Paran > 4,

O = (1 - 22 C(n/2 - 1),

donde ((s Z e
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Demostracion. Utilizando que ¢(0) = 1 y por la Proposicién 2.4.1 tenemos que

[e.e]

C;l _ /2 Z(_l)j—ljlfn/Q (2.6)

j=1
/2 (Zjln/Z _ 22<2j)1n/2)
P =1

La ultima igualdad se obtiene separando la parte positiva de la negativa y es posible ya
que ambas sumas convergen cuando 1 —n/2 < —1, es decir si n > 4 lo cual se cumple por
hipdtesis. Entonces

/2 (ijl—n/Q . 22—n/2 ijl—n/2)
— =1

:ﬂ,n/2 _ 92— n/2 Zj —n/2

= 7M2(1 —227"/2)¢ (n/2 —1).

Observaciéon 2.4.2. Para el caso 2 <n <4, C ! toma los siguientes valores:

T
C’Q_lzg, Cyl=7n%%¢(1/2) vy C;'=n2In(2).

A continuacién se proporciona otra representacién del generador caracteristico de la

distribucién logistica obtenida en [22] junto con su demostracién. Es importante mencionar

que durante la elaboracién de los calculos fue hallado un error tipografico en el valor de

C,, en [22]. Este error fue corregido en el Corolario 2.4.1.

Teorema 2.4.1. El generador caracteristico del vector aleatorio X ~ M L,(0,I,,) es

() = i <_ﬁ)k k!CC'T’ZQk’

donde C,, es como en el Corolario 2.4.1.

Demostracion. Por el Corolario 1.2.2 y el teorema de Fubini tenemos que el generador
caracteristico estd dado por

o) 2 [ [zﬁ ()]t

k

k oo efrz
_ 9 /2 (_E) / 2k+n—1 d
T Cn Z n+2k )/2)kt N4/ ), " (1+e )2 "
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Con ayuda de la ecuacién (2.2) con u = r? obtenemos

2 o

= kg1 € X okinot 1. —jr2
T ———dr = r g —1Y e 7" dr
/0 (1 + e—r2)2 /0 ( ) J

j=1
_ Z(_l)j—lj/ T2k+n—le—jr2dr‘
j=1 0

Donde el cambio de orden entre la suma y la integral es posible gracias al teorema de
Fubini. A través del cambio de variable ¢ = jr? resulta

00 htno1 —r? 1 /‘oo nt2k | _y
r e dr = ————— t 2 e ldt.
/0 2j(ni2m/2 [

2

> 2k+n—1 e’ d
/0 T e

Por lo tanto,

M]3

. 1 o0 n+2k

1 1t
(1) sz(mzk)/z/ te Tedt
1 0

<.
Il

M8

4 1
-1 -
1(_1)3 ol 2K)/2)

<.
Il

De modo que el generador caracteristico se puede expresar como

T

ox) = 2", Z n+2k )/2)k! (- Z>kz(_1)jlj2jTl%WF((n+2k)/2)

1 T\ — .
_ n/2 — ([ _1\i—1,.1—(n+2k)/2
- Zk!( 4) Z( DA

k=0 ]:1
=C i l (_£>k (nt+2k)/2 i(_l)jljl(n+2k)/2
" k! 4 :
k=0 ]:1
00 1 T B
= Chn Z 7l <_E> Crtor
k=0
=S (_ z )’“ Cy
B — 47T k?'C +2k
La penitltima desigualdad se obtiene de la ecuacién (2.6), esto concluye la prueba. O
2.5. Kotz

Definicién 2.5.1. Se dice que X € R" tiene distribucién simétrica tipo Kotz, denotado
por X ~ MK, (i, %) si su generador de densidad g es de la forma

g(r) = Cor™ texp(—ur®), wu,s>0, 2N +n > 2,
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donde
Sr(n/Q)u(2N+"_2)/23

72T ((2N +n —2)/2s)
Teorema 2.5.1. FEl generador caracteristico de la distribucion tipo Kotz esta dado por
= T(2N +n—2)/(2s) +k/s) 1 r \Fk
¢(3;):Z( ((2 (2N )/(—)2 2/ )E<_4 1/8) ’
— (n/2)MD((2N +n —2)/(25)) k! \ 4du
donde a® = T'(a + k)/T(a), es el simbolo de Pochhamer.

Demostracion. Calculando el generador caracteristico a través del Corolario 1.2.2 y por el
teorema de Fubini,

Cp =

2k

o(z) = /OOO opn—1,m/2 [i T((n + 2k)/2)k! <_Z>k

k=0

= 1 x\k [
— C, 27"/ (__) / 2k+2N+n—3 w2\ dr
Cn2m kZ:OF((n—l—Qk’)/Q)k! 1) r exp(—ur=*)dr

1 1
Ahora bien, con el cambio de variable ¢ = ur®® se tiene r = (£)> y dr = ;L (L)% bt
por lo que la integral en la igualdad anterior queda

oo o /4 7= (2k+2N+n—3) 1 " =1
/ p2k+2N+n—3 exp(—ur®)dr = / (_) exp(—t)— (_) dt
0 0 u 2us \u

_ 1 g / S e
0

C,r2N-1 exp(—urQs)dr

25
1 2kt2Nfn—2 2k +2N +n —2
— U 2s F .
25 2s
De esta forma,
- 1 o\k 1 _oksonino  (2k+2N +n —2
P (-5) L y-msgmaap
o(z) 4 kz% T((n+2k)/2)kI \_ 4/ 25" 2s
ENF s (2k+2N +n -2
N 25)2 n—|—2k‘/2k'< 4> Y ( 25
Como C,, = ;E/(%?(); ;ji;n 2)2;2(;5) la ecuacién anterior se reduce a
F((2N+n— —I'(( n—i—2k; /2 Yuk/skl\ 4/ '
Y ya que F(FTE%?,C) =& /é)[k], la ecuacién (2.7) se simplifica como

_ N D@N+n—2)/(25) +k/s) 1oz \E
) = 2 G )TN + 0 — 2)/(25)) 1 (~7ar)




CAPITULO 2. DISTRIBUCIONES ESFERICAS Y ELIPTICAS 21

2.6. Pearson Tipo VII

La distribucién Pearson tipo VII, denotada por X ~ M PV I, (i, X, g) incluye ciertas
distribuciones importantes, tales como la distribucién t multivariada y la Cauchy multi-
variada definidas en [16].

Definicién 2.6.1 ([16] p.81). Un vector aleatorio X& R™ tiene distribucién Pearson Tipo
VII multivariada de pardmetros p y X si su generador de densidad es de la forma

gt) =C,(1+t/m)™, N>n/2, m>0,
donde
I'(N)

C, = (Wm)’”mm.

2.7. t Multivariada

Cuando en la distribucién Pearson tipo VII se toma N = $(n + m), con m entero
positivo, se obtiene una distribucion t Multivariada.

Definicién 2.7.1. El vector aleatorio X € R” tiene distribuciéon t Multivariada con m
grados de libertad y pardmetros p, ¥ (denotado como X ~ Mt,(m, u, X)) si cumple con
alguna de las siguientes definiciones equivalentes:

1. Su generador de densidad es de la forma
g(t) = Co(1 +t/m)~2+™ m e N,
fonte 0 — (oo m)/2)
" L(m/2)
2. Si tiene representacion estocastica

X L+ m'?Z/8,

donde Z y S son independientes, Z ~ N,,(0,Y), ¥ matriz definida positiva y S? tiene
distribucién ji-cuadrada con m grados de libertad.

2.8. Pearson Tipo II

Definicién 2.8.1. El vector aleatorio X € R" tiene distribuciéon Pearson Tipo II multi-
variada, denotado por X~ M PII,(u,Y), si tiene generador de densidad g de la forma

I'(n/24+m+1)
C(m + 1)7n/2

g(u) =

(1—w)™, 0<u<l, m>-L.
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2.9. Mezcla Normal Varianza

Las distribuciones Mezcla Normal Media-Varianza son una clase de modelos generados
al introducir aleatoriedad en el vector de medias y en la matriz de covarianzas de un vector
con distribucién normal multivariada.

Definicién 2.9.1. ([8], p. 68) Se dice que un vector aleatorio X& R” tiene distribucion
mezcla normal media-varianza si

XL+ YB+VYAW,

donde u, 3 € R™, A es una matriz de k x n tal que ¥ = A’A es una matriz simétrica
definida positiva, W ~ N(0,I;) y Y es una variable aleatoria no negativa independiente
de W con distribucién G.

Equivalentemente, una medida de probabilidad F' en R" es una mezcla normal media-
varianza si

POx) = Gy |, Nl By )(04G )

donde N/ (u+ Py, y>)(x) es la densidad de un vector X de distribuciéon Normal con media
i+ By y matriz de covarianzas y> y G es una funcion de probabilidad no negativa llamada
mezclador o funcién mezcla. También se utilizard la notacién F' = N, (u + yB,y3) o G.



Capitulo 3

Divisibilidad Infinita en
Distribuciones Elipticas

En este capitulo se prueba la propiedad de divisibilidad infinita de las distribuciones
presentadas en el Capitulo 2.

3.1. Normal Multivariada

Proposicion 3.1.1. La distribucion Normal Multivariada es infinitamente divisible.

Demostracion. Sea X ~ N,(p, %) con funcién caracteristica 1x(t). Por la Proposicién
1.3.2, su vector esférico asociado Y tiene distribucién normal estandar, es decir,Y ~
Ni(0,1;). Ademés Y es infinitamente divisible, ya que:

Uy(t) = exp <—%t’t)

donde 1), (t) es la funcién caracteristica de un vector aleatorio con distribucién N (0, I /m),
es decir, Y es infinitamente divisible. Asi, por la Proposicion 1.4.3 se obtiene que X es
infinitamente divisible. [l

Otra forma de probar la divisibilidad infinita de un vector normal multivariado es
comparando su funcién caracteristica 1(t) = exp(ig/t — 3t'St) con la representacién de
Lévy-Khintchine. Se verifica que la terna de Lévy-Khintchine se obtiene al definir A = ¥,
v = py av como la medida cero, es decir v¥(C') = 0 para toda C' € R".

23
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3.2. Estable

Proposicién 3.2.1. La distribucion estable es infinitamente divisible.

Demostracion. Sea X vector aleatorio con distribucion estable y funciéon caracteristica
¥(t). Por la Definicién 2.2.1 tenemos que

Y(t) = exp(r(t't)¥?), 0<a<2, r<O0.
Es decir que para cada m € N,
- L 1e\e/2 m
v(t) =exp (—(£9)?)
=(¢m ()™,

donde 9,,(t) es la funcién caracteristica de una distribucién estable. Por lo que la distri-
bucién estable si cumple con la propiedad de divisibilidad infinita.

]

3.3. Uniforme Multivariada

Proposicion 3.3.1. La distribucion Uniforme Multivariada no es infinitamente divisible.

Demostracion. Se observa que el soporte de la distribucion uniforme sobre la esfera uni-
taria es acotado. De aqui, por el Teorema 1.4.2 se obtiene que la distribucién uniforme no
es infinitamente divisible.

]

3.4. Logistica

No se ha logrado verificar al divisibilidad infinita de la distribucién Logistica.

3.5. Kotz

Recordemos que la funcién hipergeométrica generalizada, esta definida como:

ol gl b
qu(al, ...,ap;bl, ,bq,Z) = 2 WE7 ai, ‘..,Clp,bh ...,bq,Z e C.

Proposicion 3.5.1. Para el caso s = 1, el generador caracteristico de la distribucion Kotz
estd dado por

o(x) = 1 Fi (<2N Y- 2)/2:n/2; —ﬁ) ,
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Demostracion. Sustituyendo s = 1 en la expresion del generador caracteristico dado en el
Teorema 2.5.1 y por la definicién de funcién hipergeométrica tenemos:

= D(@N+n-2)/2+k) 1/ z\*
o(x) = kzg (n/2)MT((2N 4 n — 2)/2)@ <_@>
> 2N—|—n—2)/2)k]< 4u)k
2; (n/2)K k!

o <(2N Y- 2)/2n/2 —%) .
O

El caso s = 1 es la distribucién original introducida por Kotz [21], a la funcién hiper-
geométrica | F} se le conoce como funcién hipergeométrica confluente.

Observaciéon 3.5.1. La distribucién simétrica tipo Kotz con N =1y s = 1 tiene gene-
rador caracteristico de la forma

¢(x) = exp (—ﬁ) :

Es decir, la distribucién Kotz se reduce a una distribuciéon normal multivariada, la cual se
probo en la Proposicion 3.1.1 que es infinitamente divisible.

Proposicion 3.5.2. La funcion 1 Fy se deriva de la funcion o Fy a través de
1Fi(a;¢;2) = bh’m oFi(a,b;¢; 2/b).
— 00

Demostracion. Por propiedades de la funcién o Fi(a, b; c; ) se tiene que para |z| < 1, la
serie que define a o Fy(a, b; ¢; z) converge uniformemente (ver [13]), entonces

B |
hm oFi(a,b;c;2/b) = bli)nglo — ¢ b)*
o M 1 pIk]
_ o
- ; T 11m D~ para |z| < b.

Ahora bien,
VM =bb41)---(b+k—1) =0+ P(b),

donde P(b) es un polinomio de grado k — 1. Por lo que

= a1 P(b)
. o _ a1 g
blggogFl(a,b, c;z/b) = ;0 Pk blg?o (1 + o )
= a1
=2
k=0
=1F1(a;¢;2)
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Comentario 3.5.1 ([29]). Para la funcién hipergeométrica oF}(a,b;c;z) con a entero
negativo, a = —p, p € N se tiene:

2L /p\ blF) N
Fi(-pbicn) =Y (1) (-2

Es decir, la funcién hipergeométrica se convierte en un polinomio finito de grado k.

Corolario 3.5.1. La funcion hipergeométrica confluente con a = —p, p € N cumple:
P\ 1
) — k
1Fi(=p;c2) = kX; (k) ()

Demostracion. Usando la Proposicion 3.5.2 y el Teorema 3.5.1:

1Fi(=p;c;2) = M 5 Fy(=p, b ¢; z/b)
— 00

p k}
) p\ bl
=0

b—o0

E Ok ()
S ()der

k=0

Q

Por lo que la funcién hipergeométrica confluente también se convierte en un polinomio de
grado finito para el caso a = —p. O

Proposiciéon 3.5.3. Cuando s = 1 el generador caracteristico de la distribucion Kotz

esta dado por
o= () 8 (7 s ()

Demostracion. La transformaciéon de Kummer [29] nos dice que:

1F ((2N +n—2)/2;n/2; —%) = exp (—ﬁ) 1 Fy (—(N —1);n/2; ﬁ) :

Ademas, por la Proposicién 3.5.1 y el Corolario 3.5.1 tenemos que

olr) = exp (_%> ! (—(N —1);n/2; %)

4
= exp <_%>mz::o(Nn: 1)W <_ﬁ>m
“r () S0 e (30)”
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Proposicién 3.5.4. Cuando los coeficientes de F(a;c;x), v € R cumplen
—n<a<-n+1, c¢>0.
La funcion F(a;c;x) tiene exactamente n ceros positivos, los cuales son todos simples.

Demostracion. Se prueba en [12] a través del niimero de variaciones de signo en los coefi-
cientes de F'(a;c;x) y el teorema de Sturm. O

Proposicion 3.5.5. La distribucion simétrica tipo Kotz con s =1, N > 1, no es infini-
tamente divisible.

Demostracion. De la Proposicién 3.5.3 tenemos que ¢(x) =0, x € R, si y sélo si

1 Fy (—(N —1);n/2; %) = 0.

Por la Proposicion 3.5.4 y por el Corolario 1.4.1, la distribucién Kotz con s =1, N > 1
tiene ceros por lo que no es infinitamente divisible. O

3.6. Pearson Tipo VII

Proposicion 3.6.1. La distribucion Pearson Tipo VII es infinitamente divisible.

Demostracion. Se probara la divisibilidad infinita a través del vector esférico Y asociado
a X~ MPVIIL,(m,u,Y). Por la Proposicién 1.3.2 tenemos que Y~ M PV II,(m,0,1,), y
utilizando la Definicién 2.6.1, tenemos que la densidad de Y es

I'(N) yy] ™"
p— 1
) (7m)"/2T'(N —n/2) [ + m
Sea Z = lm, mostraremos que Z es infinitamente divisible. Observemos que la densidad

de Z esta dada por
I'(N)
) = N = a2
En efecto, por el teorema de cambio de variable:
I'(N)
(7m)"/2T'(N —n/2)

(142",

-N a(yla Ya, ey yn)
(21, 225 -y Zn)

Jymo 0 - 0
]7N 0 vm -~ 0

9(z) = f(z)det(J.) = [1+[z]]

_ )
~ (mm)"/2I(N —n/2)

[1+ |z : : L
0 0 0 m
L'(N)

= (N — gz AT
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L(N) 2
(m)"/2T(N—n/2) [1+ 2|

divisible e incluso se proporciona su representacion de Lévy. Pero ya que

Y = VmZ,

y la multiplicacién por constantes no altera esta propiedad, entonces Y es infinitamente
divisible. Finalmente por la Proposicién 1.4.3 también el vector X~ M PV II,(m, ) es
infinitamente divisible. O

En [17] se demuestra que la densidad ¢(z) = |7 es infinitamente

3.7. t Multivariada

Proposicion 3.7.1. La distribucion t multivariada es infinitamente divisible.

Demostracion. Este resultado se sigue de que la distribucion t es un caso particular de la
distribucién Pearson Tipo VII con N = (n +m)/2, m entero positivo. O

3.8. Pearson Tipo II

Proposicion 3.8.1. La distribucion Pearson Tipo II no es infinitamente divisible.

Demostracion. Del mismo modo que en la distribucién Uniforme Multivariada, ya que
X ~ MPII,(u,Y) tiene soporte acotado, aplicando el Teorema 1.4.2 se tiene que la
distribucién Pearson Tipo II no es infinitamente divisible. O

3.9. Mezcla Normal Varianza

El siguiente lema obtenido de [8] presenta las propiedades més importantes de las
distribuciones mezcla normal media varianza.

Lema 3.9.1. Sean G,Gq, Gy distribuciones de probabilidad,

a) Si G = Gy x Gq, entonces

(Nn(p1 +yB,y%) o Gr) * (Nn(p2+yB,yX) o Go) =
No(p1 + pi2 +yB,y%) o G.

b) Si G es infinitamente divisible, entonces también N, (u+ yB,y%) o G lo es.

Demostracion. a) Sea Lg(u) la transformada de Laplace de G, aplicando el teorema de
Fubini tenemos que la funcién caracteristica de la mezcla N, (u + By, yX) o G se puede
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expresar como:
wlt) = [ exPix) (3.1)
= [ e [ Nt D )G ax
= [T et v o

:/ eit’uey(it’/jf%t’Zt)dG(y)
0

6it',u,/ e—(%t’Et—it'ﬂ)de(y)
0
L 1
=" Lg <§t’2t — it’ﬁ) : (3.2)

Sean Lg, (u), Lg,(u) las transformadas de Laplace de Gy, G2, respectivamente, por el
teorema de convolucién (ver [24], p. 1020),

Lay:,(2) = La, (2) L, (2).
Sea F' = N, (1 + po+ By, yX) oG, F; = Ny (i + By, y2) oGy, i = 1,2. Como G = G %G,

s 1 -4/ 1
77ZJF1 (t),lvz)Fz (t) = elt M1£G1 (513/21: - Zt,ﬁ) elt 'u2'CG2 <§t/2t - Ztlﬁ)
it (p1+p2) 1 / -yt
= Vit (S5t — it
por lo que Fy x Fy, = F.

b) Dado que G es infinitamente divisible, tenemos que para cualquier m € N existe

una distribucién G,,, tal que
G=G".

Por el inciso anterior,

N(p+ By,y%) o G = (N(u/m + By,y%) o Gr)™

Es decir, N(u + By, yX) o G es infinitamente divisible.
O

Observacién 3.9.1. Una distribucién mezcla normal media-varianza F' = N,,(u+y53, yX)o
G tiene distribucién eliptica si y sélo si g = 0, esto se puede observar de la Definicién 1.3.2
inciso 7). A este tipo de distribuciones se les llama distribucién mezcla normal varianza,
pues la media no es afectada por la mezcladora.
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El siguiente corolario nos provee una manera de verificar la divisibilidad infinita de una
mezcla normal varianza a través de la divisibilidad infinita de la distribucién mezcla.

Corolario 3.9.1. La distribucion mezcla normal varianza es infinitamente divisible si G
es infinitamente divisible. El reciproco no necesariamente es cierto.

Demostracion. Por el inciso b) del Lema 3.9.1 para § = 0, tenemos que si G es infinita-
mente divisible, entonces F' = N, (u,y%) o G es una distribucién mezcla normal varianza
que cumple la propiedad de divisibilidad infinita. n

Como ya se menciond, la afirmaciéon contraria del corolario anterior no siempre es
verdad, es decir, se puede tener un mezclador que no sea infinitamente divisible y sin
embargo obtener una mezcla normal varianza infinitamente divisible. El siguiente ejemplo
ilustra este hecho, su construccién fue motivada por un ejemplo dado en [7].

Ejemplo 3.9.1. Ezisten distribuciones mezcla normal varianza infinitamente divisibles
cuyo mezclador no es infinitamente divisible.

Definamos a la funcién H(x) como:

H(z)=0 r<l1
= .26 1<z <2
= .52 2<z<3
= .48 3<x <4
=.74 4<z<h
=1.0 x> b.

La funcion H satisface las condiciones siguientes:
i) H no es una distribucién: Ya que no es una funcién mondtona no decreciente.

i1) H x H es una distribucién: Tenemos que H es una funcién simple ya que
H=.26- 1[1’2) + .52 - 1[2’3) + .48 - 1[3’4) + .74 - 1[4,5) + 1[5’00).

Ademas, sia <t—x <bentoncest —b <z <t—a,cona,beR, porlo que la funcién
H(t — z) se puede expresar como

H(t — ZL’) =0- ]-(t—l,oo) (13) + .26 - ]-(t—Q,t—l] (QZ) + .52 - 1(t—3,t—2] (Z‘)
+ .48 - 1(t—4,t73]<x) + .74 - l(t,57t,4}(x) + 1(foo,t75] ({B)
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Es decir,

H* H(t) :/OO H(t —z)dH(x)

o0

=.26 / 1(15,27,5,1} (._'L')dH(.T) + 52/ 1(t73,t72] (l’)dH(l’)

o —0o0
o0

—|— 48/ 1(t74,t73] (:L”)dH(ﬁ) + 74/ 1(t,57t,4](l')dH(l')

e} —

+ /Oo ]-(foo,th)] (l‘)dH({E)

:.26[HO(; —1)— H(t —2)]+ .52[H(t — 2) — H(t — 3)]
+ A8[H(t —3) — H(t —4)]+ .T4[H(t —4) — H(t — 5)] + H(t — 5).

Entonces,

H+«H(t)=26[H(t—1)+H(t—2)+H({t—4)+ H(t—5)] (3.3)
— .04H (t — 3).

Ahora comprobaremos que H x H(t) es una distribucién, calculdndola de manera explicita
obtenemos:

H«H(t)=0 t<2
= .0676 2<t<3
= .2028 3<t<4
= .2496 4<t<h
= .364 5<t<6
= .636 6<t<7
= .7504 T<t<8
= .7972 8§<t<9
=.9324 9<t<10
=1 t > 10.

De la expresion anterior se observa que H * H(t) es una funcién continua por la derecha,
monotona no decreciente, que cumple

lim H+«H(t)=0, lim HxH(t)=1.

t——o0 t——+o0

Asi, se tiene que H * H es funcién de distribucién atin cuando H no lo sea.

iit) [;°(2mu) "2 exp(—|x|*/(2u))dH (u) es una densidad: Verifiquemos que es no nega-
tiva. Ya que H es una funcién simple con saltos en 1,2,3,4,5, se tiene H(u) — H(u™) =0
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para cualquier u # 1,2,3,4,5, es decir que la funcién deseada se reduce a
| em exp(-Ixf/2u))dH(w
0
5
=Y (2mu) ™% exp(—|x[*/(2u))[H (u) — H(u)].
u=1

Definamos la funcién h(u) = (27u)~2 exp(—|x|?/(2u))[H (v)—H (u~)], tenemos que (27u)~2
exp(—|x|*/(2u)) > 0 para toda u = 1, ..., 5 por lo que el inico término negativo de la suma
se da cuando u = 3.

Por otro lado, ya que las funciones

F(u) = @mu)~% v glu) = exp(—[x1%/(2u)

son decrecientes, su producto también lo es. Es decir, f(2)g(2) > f(3)g(3), y como H(2)—
H(27)=.26 > H(3) — H(37) = —.04 se tiene que

h(2) + h(3) =f(2)9(2)[H(2) = H(27)] + f(3)9(3)[H(3) — H(37)]
>0.

Ya que la suma de estos dos términos es positiva y todos los demés términos son positivos,
0 n
/ (2mu) 2 exp(—|x|*/(2u))dH (u) > 0.
0

Para concluir que [;*(2mu)~2 exp(—|x|?/(2u))dH (u) es una densidad, verificamos que
integra 1 sobre todo R™. Sean H* y H~ la parte positiva y negativa, respectivamente, de
H. Entonces H = H" — H~, por lo que

[ emt e ix2u)anuax
_ / /Om(gm)—Z exp(—[x|?/(2u))dH* (u)dx
_ / /000(27Tu)gexp(—|x|2/(2u))dH(u)dx
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Dado que (2mu)~2 exp(—|x|?/(2u)) > 0, con ayuda del teorema de Fubini:
[ emt et ix/2u)an wax
nJo
— [ Cmuy ¥ expl=ixl a0
[ eru expl- e 2u))dxdi (w)
o Jan

—/OoodH+(u)—/OoodH(u)
_ /0 " dH ()

= [H(u) — H(u)]

5
= [H(u) — H(u—1)]
u=1
=H(5)— H(0) =1.
Por lo que se verifica que la funciéon dada es densidad.

Ahora, definamos a la funcién H*° como sigue

0 siz<l1
*0 _
H<x)_{1 siz>1

33

Se verificara que la funcién H¥(x) es una distribucién para cualquier k& > 2. Ya se de-

mostro para k = 2, ahora para k = 3 tenemos:

H*3(t) =H % (H x H(t))
=Hx*(26[Ht—1)+H({t—-2)+H({t—4)+H(t—5)]—.04H(t —3))

=26[H«H(t—1)+HxH(t—2)+HxH(t—4)+ Hx H(t —5)] — .04H = H(t — 3))
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Haciendo uso de H x H(t), llegamos a que la forma explicita de H*3(t) es:

H*3(t) =0 t<3
=.017576 3<t<4
=.070304 4<t<5
=.11492 5<t<6
=.169 6<t<T
=.32032 7T<t<8
=.463528 8<t<9
=.536472 9<t<10
=.67968 10<t<11
=.831 11<t<12
=.88508 12<t<13
=.929696 13<t<14
=.982424 4<t<l15
=1 t > 15.

Por lo que H*3(t) es distribucién. Por otro lado, H**(t) se puede ver como:

. (H*Q)l<t>7 kIQZ, [ eN.
H k(t) = { (H*)= s (H3) (), k=2l+1, l€N.

Ya que la convolucién de distribuciones es una distribucién entonces H**(t) es distribucién
para toda k > 2.

Se define a la funcién mezcla como sigue. Sea

o0

G(z)=e Y (k) ' H* ().

k=0
Veamos que G(z) es distribucién:

i) Ya que H** es continua por la derecha para toda k = 0,1, ... y G(z) se puede ver co-
mo combinacién lineal de la funcién H**, se cumple la continuidad por la derecha de G(x).

ii) Dado que H** es distribucién para k > 2, estas funciones son no decrecientes,
ademds por la definicién de H*?, esta funcién también es no decreciente, por lo que sélo
habria que verificar que no se pierde esta propiedad cuando k = 1.

Ya que H(z) es no decreciente excepto del intervalo [2,3) al [3,4), definimos 2 < z; < 3
y 3 < xy <4y vemos que

1 1
H(zy) + §H*2(x1) = .52+ 5(.0676) = 5538 y
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1 1
H(zs) + §H*2(x2) = 48 + 5(.1014) = 5814

De manera general, H(z1) + $H*?*(z1) < H(x2) + H**(x5) para cualquier z; < z5. Por
lo que G es no decreciente.

iit) Ya que lim H**(z) =0, para k = 0,1,....,y > [(K)"TH*(z)] < Y (k)™ < o0,
T k=0 k=0

podemos intercambiar el limite y la sumatoria de forma que

7 R | | —1 _
lim G(z) =e > (k)7'(0) =0.
k=0
Por el mismo argumento y ya que h’r}ra H*(z) =1, para k = 0,1, ..., se tiene
T—+00

lim G(z)=e 'Y (K) ' (1)f=e'e=1.

Tr——+00
k=0

Asi, obtenemos que el mezclador G(x) es una funcién de distribucion.

Proposiciéon 3.9.1. Sea X € R"™ un vector aleatorio con distribucion mezcla normal
varianza F y mezcladora U ~ G, entonces su funcion caracteristica esta dada por:

¢(t> _ eit’p,/ 6_%t,2tudG(U).
0

Demostracion. Se obtiene directamente de la ecuacién (3.2) con 5=0. ]

Utilizaremos la proposiciéon anterior con 4 = 0y X = 1,4, para calcular la funcién
caracteristica del vector aleatorio X con mezclador G' y a partir de la forma de ésta, se
verificard que X es infinitamente divisible.

w(t) = /0 " exp(—ttu/2)dG(u)

=e ! Z(k;!)_l /000 exp(—t'tu/2)dH** (u),

k=0

donde la suma y la integral se pueden intercambiar ya que exp(z) es una funcién no
negativa. Por propiedades de convoluciéon de medidas tenemos que

[e's) k

blt) = et 3 (k) ( /0 h exp(—t’tu/Q)dH(u))

k=0

~ exp [ /0 " exp(—t/tu/2)dH (u) — 1} |
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Por la condicién iii) de H sabemos que [, (2mu)~ 2 exp(—|x|*/(2u))dH (u) es una densidad
sobre R™, ademés tomando U = u tenemos que X ~ N, (0, ul,), por lo tanto

E[e"*X] =FE[cos(t'X)] + iE[sen(t'X)]

_ef%t’tu

Igualando las partes reales e imaginarias obtenemos E[cos(t'X)] = e~2%%. De aqui que la
funcion caracteristica de X se puede ver como

)

B(t) = exp [ / (eos(t'x) ~ 1)(2m) 3 /0 " u % exp(—|x[2/(2u))dH (u)dx]
Tomando los valores
A=0pun, 7=0pa1, v v(dx)=(21)"2 /000 u”? exp(—|x|?/(2u))dH (u)dx,

verificamos que la medida v satisface v({0}) =0y
/n(|x|2 A1) (dx) = /n(|x|2 A 1)(27r)_% /000 u e exp(—|x|*/(2u))dH (u)dx
< [ nt [T el 2u)dH ()

< Q.
La tltima desigualdad dado que (27)~2 [~ u™2 exp(—|x[*/(2u))dH (u) es densidad. Por
la férmula de Lévy-Khintchine tenemos que X es infinitamente divisible, pero G(z) no

es infinitamente divisible ya que procediendo de manera similar al calculo de la funcién
caracteristica de la mezcla, tenemos que

Ya(t) :/000 exp(itu)dG(u)

oo 1 00
=e ! kZ:O E/o exp(itu)dH* (u)

oyt ( /0 N exp(itu)dﬂ(u))k

k=0

— exp [ /0 " explitu)dH (u) — 1} .

Por lo que H es la medida de la representacion de Lévy-Khintchine de la funcién carac-
teristica de GG, pero H no es una distribucién, por lo que GG no es infinitamente divisible.



Conclusiones

Los procesos de Lévy juegan un papel importante en diferentes areas de la ciencia,
como son la fisica, ingenierfa, economia, ciencias actuariales y matematicas financieras [2].
Conocer si cierta distribuciéon de probabilidad cumple con la propiedad de divisibilidad
infinita es de gran utilidad ya que, a través de la férmula de Lévy-Khintchine y de su
funcién caracteristica, es posible encontrar la terna que determina de manera tnica al
proceso de Lévy correspondiente.

Esta relacion motivo el presente trabajo de tesis, cuyo objetivo es verificar la divisibili-
dad infinita de ciertas clases de distribuciones elipticas elegidas por su importancia, estas
fueron:

1. Normal Multivariada.
2. Estable.

Uniforme Multivariada.

=

Logistica.

Tipo Kotz.
Pearson tipo VII.
t Multivariada.

Pearson tipo II.

© % N o«

Mezcla Normal Varianza.

Cabe recalcar que se utilizaron las definiciones de las distribuciones dadas en [16]. En
el primer y segundo capitulo se desarroll la teoria necesaria para lograr el objetivo de la
tesis, dentro de estos capitulos se encuentran algunas de las aportaciones mas importantes,
tales como:

El Teorema 1.4.1, en donde se demuestra que probar la divisibilidad infinita de distri-
buciones elipticas nos asegura esta propiedad para el generador caracteristico ¢(t?).
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La Proposicién 1.4.3, que nos indica que probar la divisibilidad infinita en un vector
eliptico es equivalente a probar la divisibilidad infinita de su vector esférico asociado.

La Proposiciéon 1.4.4, donde nos muestra que si la variable generadora R de un vector
esférico es infinitamente divisible, entonces el vector X también lo es.

El resultado principal de este trabajo fue la prueba de divisibilidad infinita de las

siguientes distribuciones: Normal multivariada, Estable, Pearson tipo VII, t Multivaria-
da. Para las distribuciones Normal y Estable se probd que sus funciones caracteristicas
cumplen con la definiciéon de divisibilidad infinita, tomando los parametros adecuados,
mientras que para la Pearson tipo VII se tuvo que recurrir a un cambio de variable y a
una demostracion hecha en [17]. La demostracion de la divisibilidad infinita de la t Mul-
tivariada fue inmediata, ya que es un caso particular de la Pearson tipo VII.
También se probd que las distribuciones Mezcla Normal Varianza son infinitamente divi-
sibles cuando su funcién mezcla lo es, recalcando que el reciproco no es necesariamente
cierto, se presenté un ejemplo en el que la funcién mezcla no es infinitamente divisible y
sin embargo da lugar a una distribuciéon Mezcla Normal Varianza con esta propiedad.

Ademas, se verificé que algunas de las distribuciones presentadas no son infinitamente
divisibles, estas fueron las distribuciones: Uniforme Multivariada, Kotz y Pearson tipo II.
Las distribuciones Uniforme y Pearson tipo II se demostraron de igual manera, observando
que ambos tienen un soporte acotado y concluyendo con el Teorema 1.4.2. Para la distri-
bucién tipo Kotz se encontré una expresién de su funcion caracteristica y se probd, para
un valor particular de uno de sus parametros, que no era infinitamente divisible.

Por 1ltimo, se hallaron dos expresiones para la funcién caracteristica de la distribucién
Logistica, sin embargo no se logré aceptar o rechazar la divisibilidad infinita de esta
distribucion.
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