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Introducciéon

El siglo XIX es considerado el siglo de oro del desarrollo de la geometria elemental. Se
destaca la creacion de las geometrias no euclidianas, tales como la geometria proyectiva,
la geometria hiperbdlica, la geometra sintética y por su puesto, los grupos kleinianos entre
otras mas. El mismo sentido que estimulé esos desarrollos geométricos espectaculares,
sigue vivo también hoy en campos como la teoria de grafos, la teoria de cuerpos convexos,
la geometria combinatoria, la geometria fractal, la geometria estadistica y la topologia.

Del mismo modo que Descartes habia utilizado en su momento el algebra para estudiar
la geometria, los matematicos, el aleman Félix Klein y el noruego Marius Sophus Lie lo
hicieron con el algebra del siglo XIX.

Lie aplico el algebra del siglo XIX a una teoria geométrica de ecuaciones diferenciales,
mediante grupos continuos de transformaciones conocidas como grupos de Lie. Mientras
que Klein sistematiz6 la geometria usando la teoria de grupos en algo que se llamo el
programa de Erlangen. Para él una geometria era el estudio de las propiedades de figuras
que se mantienen invariantes cuando se aplica un grupo de transformaciones. A diferencia
de Lie, Klein se enfatiz6 en los grupos discontinuos.

Adentrandonos mas a los grupos kleinianos. Estos fueron introducidos por Henri Poincaré
en la decada de los ochenta de aquel mismo siglo (siglo XIX) como los grupos de mon-
odromia de ciertas ecuaciones diferenciales de segundo orden en el plano complejo C, y
jugaron un papel importante en muchos campos de las matematicas, como por ejemplo en
superficies de Riemann y teoria de Teichmiiller, formas automorfas, dinamica holomorfa,
geometria hiperboélica y conforme, teoria de 3-variedades, teoria de iteracion de mapeos
racionales, etc.

En el sentido clasico, los grupos kleinianos se definen como subgrupos de PSL(2,C),
que actiian en Pp & §? & C con region de discontinuidad no vacia. Equivalentemente, se
pueden considerar como grupos de isometrias del espacio hiperbodlico real de dimensiéon 3,
o como grupos de automorfismos conformes de la esfera S?. Estos grupos se clasifican en
elementales y no elementales. Los grupos elementales son aquellos grupos kleinianos cuyo
conjunto limite es igual a 0,1 6 2 puntos, y los no elementales son los grupos kleinianos cuyo
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VIII INTRODUCCION

conjunto limite contiene mas de 2 puntos y en este caso, dicho conjunto es un conjunto
perfecto (ver [20]).

Gran parte de la teoria de grupos kleinianos se ha generalizado a grupos Kleinianos
conformes en dimensiones superiores, es decir, a grupos de transformaciones conformes de
la esfera S™ cuya region de discontinuidad sobre la esfera no es vacia.

Los grupos kleinianos complejos fueron introducidos por J. Seade y A. Verjovsky en
[29], como subgrupos de PSL(n + 1, C) actuando en Pg, el espacio proyectivo complejo de
dimension n, cuyo conjunto limite (segtin Kulkarni) no es todo Pg.

Siempre que un subgrupo discreto I' de PSL(n+ 1, C) actte propia y discontinuamente
en un conjunto abierto invariante 2 C Pg, el espacio cociente /I es una orbivariedad
equipada con una estructura proyectiva, y el estudio de estructuras proyectivas holomorfas
en variedades complejas y orbivariedades es un area rica de la investigacion actual. Esto
incluye la teoria de variedades complejas afines y variedades hiperbdlicas complejas. Por
lo tanto la teoria de grupos kleinianos complejos proporciona un medio para estudiar estos
campos importantes de matematicas [15].

Nuestro interés radica en el estudio de los grupos kleinianos complejos de PGL(3, C)
actuando en PZ, estos son subgrupos discretos de PGL(3,C) que acttian propia y dis-
continuamente en algin subconjunto abierto de P%. En este caso, el conjunto limite de
Kulkarni contiene una linea proyectiva siempre que el grupo sea infinito (ver [10]). Ademas,
en [6] se prueba que bajo ciertas hipotesis del grupo, el conjunto limite de Kulkarni es una
uniéon de lineas proyectivas complejas. Al igual que en el caso clésico, estos grupos se div-
iden en elementales y no elementales, en este contexto los grupos elementales son aquellos
que tienen como conjunto limite de Kulkarni una unién finita de subespacios proyectivos
complejos (ver [9]).

Un problema interesante consiste en clasificar a todos los grupos kleinianos complejos
elementales, y un paso natural, el cual es nuestro objetivo, consiste en clasificar aquellos
subgrupos discretos de PGL(3, C) cuyo conjunto limite de Kulkarni sea igual a una linea
proyectiva compleja.

El presente trabajo consta de 3 capitulos y 3 apéndices.

En el primer capitulo presentamos una breve introducciéon de la geometria afin y de la
geometria proyectiva, también damos algunos resultados de algebra lineal, dichos temas
y resultados nos seran de gran utilidad. Comenzamos introduciendo el concepto de trans-
formaciones afines y el concepto de espacio proyectivo P¢, posteriormente analizamos los
casos particulares de P%, dados por la linea proyectiva P¢. y el plano proyectivo P4. En una
subseccion aparte, damos la definiciéon de funciones pseudo-proyectivas y enunciamos un
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lema (ver [6]) que nos garantiza, que dada una sucesion (+y,) de elementos en PSL(3, C), en-
tonces existe una subsucesion, también denotada por (7y,,), y una funcién pseudo-proyectiva
S que cumplen las siguientes condiciones:

(1) La sucesion (7y,) converge uniformemente a S sobre subconjuntos compactos de P2\

Ker(S);

(2) Si Im(S) es una linea compleja, entonces existe una funcion pseudo-proyectiva T’

tal que v, — T uniformemente sobre subconjuntos compactos de P\ Ker(T).
n—oo

Ademas, Im(S) = Ker(T) y Ker(S) = Im(T);

(3) Sea (v,), tal que (,) converge uniformemente a S. Si Ker(S) es una linea compleja,
entonces existe una funcion pseudo-proyectiva T tal que v,! — T uniformemente
n—oo

sobre subconjuntos compactos de PZ \ Ker(T) y Im(S) C Ker(T). Por otra parte,
si [ es una linea compleja que no pasa por I'm(S) entonces la sucesion de lineas
complejas 7, (1) converge a la linea compleja Ker(S) cuando n — oo.

Finalmente, en la seccion de algebra lineal presentamos las posibles formas candnicas de
jordan para todo g en SL(3,C).

En el capitulo 2 introducimos la definicion de conjunto limite segin Kulkarni [I§],
el concepto de grupos kleinianos complejos, asi como también algunas propiedades del
dominio de discontinuidad. Cabe destacar que este conjunto limite se define de manera
no estandar, pero la definicion se justifica por el hecho que nos proporciona una manera
canonica de elegir un conjunto cerrado de P4, en cuyo complemento la acciéon del grupo
es propia y discontinua. No se puede tomar como conjunto limite inicamente la cerradura
de los puntos de acumulaciéon de las 6rbitas, como en el caso clasico, puesto que la acciéon
en el complemento de dicho conjunto no es necesariamente propia y discontinua. En los
grupos kleinianos clésicos el conjunto limite de Kulkarni coincide con el usual porque se
tienen propiedades conformes que no se tienen en nuestro caso. Desafortunadamente, el
dominio de discontinuidad no es generalmente el abierto mas grande sobre el cual la accién
del grupo es propiamente discontinua. Por otra parte, una de las propiedades de mayor
importancia sobre el conjunto limite de Kulkarni, es el dado por la proposicion [2.3] el cual
nos dice que si H es un subgrupo de indice finito de G < PSL(3,C), entonces H y G
tienen el mismo conjunto limite, este resultado es de gran ayuda, ya que a veces resultara
ser méas sencillo calcular el conjunto limite de H que el de G 6 viceversa.

En las secciones subsecuentes proporcionamos los conjuntos limites de Kulkarni, que
resultan de los subgrupos ciclicos de PSL(3,C) generados por g, donde g € SL(3,C)
estd en su forma canonica de Jordan (ver [15]), y también presentamos la clasificacion de
automorfismos de P4, estos pueden clasificarse como elipticos, parabolicos o loxodromicos
(ver [24]).
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En el tercer capitulo se analizan los subgrupos de PGL(3,C) que acttian propia y
discontinuamente en el complemento de una linea proyectiva compleja, es decir, en PZ\/,
donde ¢ = m}. Estos subgrupos contienen tnicamente elementos elipticos, parabdlicos
6 loxo-parabélicos (ver seccion . Posteriormente, se procede a la clasificacién de los
subgrupos discretos de PGL(3,C) cuyo conjunto limite de Kulkarni es igual a una linea
proyectiva compleja, dicha clasificacion consta de las siguientes dos partes (ver teorema

39):

(1) Si el subgrupo G contiene un elemento loxo-paraboélico. Entonces, existe una linea
proyectiva compleja invariante donde la acciéon del grupo es propia y discontinua
excepto en un punto. Por lo tanto el grupo acttia como un grupo euclidiano sobre
esta linea.

(2) Si el subgrupo G no contiene elementos loxo-parabdlicos, entonces obtenemos los
siguientes dos casos:

(a) Si G acttia en el conjunto limite £ = C = S? sin elementos paraboélicos, entonces
G puede ser considerado como un grupo isometrias euclidianas de R*.

(b) Si algin elemento en G actiia en el conjunto limite ¢ como un elemento paraboli-
co, entonces G puede ser identificado con un grupo de matrices triangulares (ver
proposicion . La existencia de elementos elipto-parabélicos irracionales en
G estéa condicionada por las proposiciones y B4l Finalmente existe un sub-
grupo unipotente de indice finito (ver proposicion .

Esta clasificacion nos permite estudiar el espacio cociente PZ\¢ por el grupo G, atin
cuando éste no sea compacto. El caso donde la accion de G < PGL(3,C) en P2\ /( es libre,
propia y discontinua, y el cociente es compacto es tratado en [14] y [28].

Por otra parte, si G < PGL(3, C) satisface que su conjunto limite es igual a una linea,
entonces G actiia propia y discontinuamente en el complemento de una linea en P2, asi
G puede ser considerado como un subgrupo discreto transformaciones afines complejas
(Aff(C?)) que actiian propia y discontinuamente en C2. Sin embargo, en el teorema
se demuestra que el reciproco es falso.

Por ultimo concluimos este capitulo dando algunos ejemplos de cada tipo de grupo, y
tinicamente para tres de estos grupos, hallamos lo que se conoce como dominio fundamental

debil (ver def. [3.2).

En el apéndice A repasamos un poco acerca de los grupos discretos euclidianos (ver
[27]), y enunciamos el teorema el cual nos seré de gran ayuda.

En el apéndice B incluimos algunas definiciones y resultados de topologia, grupos
kleinianos, asi como también de grupos de Lie, entre éstos resultados, figuran el teorema
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de la clasificacion de los elementos de PSL(3,C) (ver teorema y el teorema [B.11} el
cual trata aceca de grupos de Lie nilpotentes.

Finalmente, en el apéncice C, presentamos los resultados del articulo de J. Fillmore
y J. Scheuneman sobre grupos fundamentales de superficies complejas completamente
compactas y localmente afines (ver articulo [14]), estos resultados son de suma importancia,
pues ayudaran a clasificar alos subgrupos de PGL(3,C) que contienen elementos loxo-
parabdlicos.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentaremos una breve introduccion de la geometria afin y de la
geometria proyectiva. Esta introduccién consta de algunos conceptos y resultados que nos
serviran para el desarrollo de esta tesis.

La presentacion que haremos de la geometria afin y de la geometria proyectiva seré de
una manera poco formal, ya que solo algunas de las definiciones y resultados serdn dados
de manera explicita, lo anterior es con el fin de hacer accesible el contenido de estos temas,
los cuales fueron tomados de [7] y [26].

1.1. Geometria afin

La geometria afin es un puente natural entre la geometria euclidiana y la geometria
proyectiva. En esta seccion definiremos el concepto de punto al infinito y el concepto de
transformaciones afines.

1.1.1. Transformaciones afines

Un punto al infinito en el plano complejo C?, sera un “punto” en el cual concurren
cualesquiera dos rectas de una misma familia de paralelas, y todos los puntos al infinito
forman lo que llamaremos recta al infinito.

Sabemos que los pares ordenados de niimeros complejos agotan a los puntos ordinarios;
en consecuencia, necesitamos otro nimero, que pueda ser una tercera coordenada para
distinguir los puntos ordinarios de los puntos al infinito. De esta forma, convenimos en
que la tercera coordenada sea 1 en el caso de los puntos ordinarios y 0 en el caso de
los puntos al infinito; la razén de esto tltimo es reflejada en la siguiente definicion de
transformaciones afines.
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Definiciéon 1.1 Una funcion T : C* — C" es una transformacion afin si es de la forma
T(z) = Az + v, donde A = (a;;) es una matriz compleja de n x n con determinante
diferente de cero y v = (v;) € C", para n € N.

Ejemplo 1.1 Paran =2y a,b,c,d € C con ad — bd = 1 tenemos:

B _fa b 2 v\ [ az +bxn+tv
T(Z)_AZ+V_(C d)(zg>+(w>_<czl+d22+w>'

Las transformaciones afines forman un grupo, el grupo afin.

Las transformaciones afines 7' : C?> — C? pueden representarse por matrices de 3 x 3
como la siguiente:

, ad—bc#0, (1.1)

O 0o
o Qo
— 8 <

donde la parte lineal esta dada por la submatriz de entradas a, b, ¢, d y la traslaciéon estéa
dada por el vector columna (v, w)".

El tipo de punto es invariante bajo una transformacion afin, pues cuando una matriz de
la forma multiplica al vector columna correspondiente a un punto ordinario (21, 22, 1), el
resultado es un punto ordinario, es decir, tiene tercera coordenada 1, y cuando transforma
un punto al infinito, el resultado es un punto al infinito, pues la tercera coordenada es
nula.

a b w 21 azy + bzy +v
c d w 2 = cz1+dz+w |;
0 0 1 1 1
b v 21 azy + bz
c d w 29 = cz1 + dzo
0 0 1 0 0

Eso significa que familias de rectas paralelas van en familias de rectas paralelas, aunque
la direccién puede cambiar.

1.2. Geometria proyectiva
En esta seccion introduciremos el concepto del espacio proyectivo complejo de dimen-

sion n, y posteriormente, analizaremos los casos particulares de n = 1 y n = 2. Ademas
también definiremos el concepto de funciones pseudo-proyectivas.
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1.2.1. El espacio proyectivo complejo

Antes de construir el espacio proyectivo complejo de dimension n ( n € N), definimos
en C"*1\ {0} la siguiente relaciéon de equivalencia denotada por ~;,

(21, 2n41) ~ (21, ..., 2,4q) siexiste A € C\ {0} tal que z = Az (1.2)

En otras palabras, la lectura geométrica de esta relacion de equivalencia entre los
puntos de C"™\ {0}, es que todos los puntos de una recta que pasan por el origen, excepto
el origen mismo, pertenecen a la misma clase; y ademés el conjunto de las clases de
equivalencia tiene dimension n, puesto que al identificar todos los puntos de un subespacio
unidimensional de C"™!, estamos perdiendo una dimension.

Dado lo anterior, el espacio proyectivo complejo de dimensién n se define como

%= (C"*\ {0})/ ~ = {lineas que pasan por el vector 0 € C"*'}.

Sea [-]: C"1\ {0} — PZ la funcion cociente. Si 8 = {ey,...,e,11} es la base estandar
de C™*!) escribiremos [e;] = ¢; y si z = (21,...,2,41) € C"™\ {0} entonces escribiremos
2] =[z1:220 -+ @ Znga)-

Enseguida presentaremos uno de los casos, quizas, mas conocido del espacio proyectivo,
el espacio P{. conocido como la recta proyectiva; y mas adelante el caso cuando n = 2,
también llamado el plano proyectivo P%. Este tltimo espacio es en donde desarrollaremos
esta tesis, por lo cual sera tratado de manera aparte.

El espacio proyectivo P}

Para poder imaginar la forma de P{, tomamos primero pares de nimeros complejos
(z,w) donde w # 0. La division entre w nos da representantes del tipo [z/w : 1], y eso
evidencia que hay tantas clases con segunda coordenada no cero como elementos de C.

En cambio, los pares con w = 0 forman una sola clase, [1 : 0], correspondiente a la
tnica direccion compleja que hay en C: cualquier complejo no cero z se obtiene de otro no
cero z' multiplicando por el complejo no cero z/Z', y entonces [z : 0] = [/ : 0].

El punto [1 : 0] € P¢ se denota a menudo por oo y eso justifica escribir P = CU {oo};
sin embargo, ésta es una mera notacion, pues los elementos de P{ tienen todos la misma
calidad. Otra notacion es C = CU {oo}, llamado el plano complejo extendido.

Hay otra forma de interpretar Pg; para ello, notemos que C? tiene dimensién real 4

C» )
y, como en el caso real, podemos restringirnos a vectores (z,w) € C? de norma 1, es
decir, si z = x + 1y, w = u + v, pediremos que las partes real e imaginaria satisfagan
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2?2 + % +u? +v? = 1, que es la ecuacién de S* C R?, la esfera de radio 1 con centro en el
origen:
S* = {(z,y,u,v) € R* : 2 +¢* +u* +0* =1}
Los puntos de P{ son subespacios unidimensionales complejos de C? por el origen
(menos el origen),

{(z,w) € C*\ {0,0} : w=kz, k € C fijo},

que puede interpretarse como un plano por el origen de R*; éste corta a S* en una circun-
ferencia cuyos puntos son representantes de una misma clase (en analogia con el caso real,
donde los puntos antipodas de S! resultan de cortar S' con la recta por el origen de los
puntos en la misma clase). Por eso podemos escribir:

P = S*/S.
En cuanto a su topologfa, P§ es homeomorfo a la esfera bidimensional S%:
S* = {(x,y,2) €R® : 2® +y* + 2% =1},

que, en este contexto, se llama la esfera de Riemann; la correspondencia biyectiva,
continua y con inversa continua que justifica ese término es la proyecciéon estereografica
(ver pag. 112 de [26]). Esta proyeccion tiene ademas la propiedad de ser conforme, es
decir, dos curvas en la esfera que se corten formando un cierto angulo, se proyectan en
curvas del plano que se cortan formando ese mismo dngulo en valor absoluto.

Observacion 1.1 Sien el espacio P¢ consideramos ||(2o, - - ., 2n)|| = |[(Z0, Yo, - - -, Tn, Yn) ||,
donde z, = xp +iyr v ||(%0, Y0, - - - Tn, Yn)|| s la norma definida por el producto escalar
en R?""2 Entonces Pp = §?+1 /St

1.2.2. Plano proyectivo complejo IP’?C

Como habiamos mencionado, el espacio en el cual trabajaremos es el plano proyectivo
complejo, recordemos que éste se define como

Pe = (C*\{0})/ ~,

donde ~ es la relacion dada en Este espacio es una variedad compleja conexa y
compacta de dimension 2.

Se dice que ¢ C P2 es una linea compleja si [(]7'U{0} es un subespacio lineal complejo
de dimension 2. Por otra parte si [z], [w] son dos puntos distintos en P, entonces existe
una tUnica linea proyectiva compleja que pasa por [z] y [w], por comodidad, esta linea

proyectiva compleja serd llamada simplemente linea y sera denotada por [z], [w].

Observacion 1.2 Denotaremos por C* al conjunto C \ {0}.
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Transformaciones proyectivas complejas

Consideremos la accion de C* en GL(3,C) dada por la multiplicacion usual de un
escalar, entonces

PGL(3,C) = GL(3,C)/C*

es un grupo de Lie cuyo elementos son llamados transformaciones proyectivas.

Sea [[-]] : GL(3,C) — PGL(3,C) la funcién cociente, g € PGL(3,C) y g € GL(3,C),
decimos que g es un levantamiento de g si [[g]] = ¢g. Uno puede demostrar que PGL(3,C)
es un grupo de Lie que acttia transitivamente, efectivamente y por biholomorfismos en P%
por [[g]]([w]) = [g(w)], donde w € C*\{0} y g € GL(3,C) como lo muestra el siguiente
diagrama conmutativo.

C3\w{0} —5 . c*\{0}

g(w)

(-] | \ [-]
[w] ([s]] ﬁ [w])
[g(w)]

Observacion 1.3 Recordemos que PSL(3,C) es el conjunto de clases de equivalencia en
SL(3,C) determinadas por la siguiente relacion: sean g, h € SL(3,C) entonces g ~ h si
existe una raiz ctbica de la unidad w tal que h = wg.

Teorema fundamental de la geometria proyectiva

Antes de enunciar y demostrar el teorema fundamental de la geometria proyectiva
(TFGP), veamos la siguiente definicion y el siguiente lema que nos seran de suma impor-
tancia.

Definicion 1.2 n puntos en P% estéan en posicidn general, si cualesquiera 3 de ellos no
estan en una misma linea.

Lema 1.1 Dados cuatro puntos [z],[zs],[23],[z4] € P% en posicién general, es posible
encontrar representantes para ellos que cumplan z, = zy + z3 + z4.

Demostracién: Cuatro puntos proyectivos en posicion general, equivalen a cuatro direc-
ciones no coplanares de C?, y en consecuencia, vectores en la direccién de cualesquiera tres
de ellas generan un vector en la direcciéon de la cuarta, es decir,

2, = Bz} + vz + 0z,
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donde z; € [z;] para i =2,3,4y 5,7, € C*.

Entonces tomando z, = fz), z3 = ~z5 y z4 = 0z, obtenemos los representantes

buscados.
O

Teorema 1.1 (TFGP) Dadas dos cuartetas [z;],[z2],[23],[z4] v [W1],[W2],[Ws],[w4] de pun-
tos de P4, cada una en posicion general, existe una tnica transformacién proyectiva
g9 € PGL(3,C) tal que [wi] = g[z;] = [g(2)] para i = 1,2,3,4, donde [[g]] = g.

Demostracion: Aplicando el lema anterior a cada cuarteta para obtener representantes
tales que
" " " " ! " " "
Z| = Zo + Z3 + Zy, W, = Wy + W3 + Wy,

donde z! € [z;] y w! € [w;] para1=1,2,3,4

Luego entonces, si g € GL(3,C) es la tinica matriz que lleva la base zj, zj, z/| de C?
en la base wj, wi, wj, la linealidad implica que w{ = g(z7).
O

Un corolario inmediato es el siguiente.

Corolario 1.1 Si g € PGL(3,C) fija cuatro puntos en posicion general, entonces g =
Id € PGL(3,C).

La métrica de Fubini-Study

La métrica de Fubini-Study en PZ, es una poderosa herramienta en el calculo del
conjunto limite de Kulkarni, de subgrupos ciclicos de PGL(3,C) que actian en P% (ver
[25]). La métrica de Fubini-Study entre [z], [w] € P4, denotada por d([z], [w]), satisface la
ecuacion

| 2107 + 205 + 233

cos'(dlle) WD) = (e Tl 1 ) (unPe + ol + Jwa) (13)

1.2.3. Funciones pseudo-proyectivas

Denotaremos por Msy3(C) al espacio de matrices de 3 x 3 con entradas complejas
equipadas con la topologia estdndar. El espacio cociente

(M;3(C) \ {0})/C"

es llamado el espacio de funciones pseudo-proyectivas de PZ y es naturalmente iden-
tificado con el espacio proyectivo complejo P&. Dado que GL(3, C) es un conjunto abierto,
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denso y C*-invariante de M3.3(C) \ {0}, obtenemos que el espacio de funciones pseudo-
proyectivas de P4 es una compactificacion de PGL(3,C). Como en el caso de funciones
proyectivas, si s € Ms,3(C) \ {0}, entonces [s] denota a la clase de equivalencia de la
matriz s en el espacio de funciones pseudo-proyectivas de P%. De igual manera, decimos
que s € Ms,3(C) \ {0} es un levantamiento de la funcion pseudo-proyectiva S, siempre
que [s] = S.

Sea S un elemento en (Msz,3(C)\ {0})/C* y s un levantamiento a M;y3(C)\ {0} de S.
La matriz s induce una transformacion lineal no cero, denotada por s : C3 — C? la cual
no necesariamente es invertible. Ahora, sea Ker(s) & C? el kernel de s, en el caso de que
la matriz s fuera invertible, Ker(s) = {(0,0,0)} y por convencion Ker(S) := ), donde
Ker(S9) es la proyectivizacion de Ker(s) a P4. Entonces, S puede considerarse como una
funcion

S:PZ\ Ker(S) — P2
S(l]) = [s(v)];

luego, S estéa bien definida, pues v € Ker(s). Por otra parte, el diagrama conmutativo de
abajo implica que S es una funcién holomorfa:

C3\ Ker(s) —=C3*\ {(0,0,0)}

[]l l[]

P2\ Ker(S) —2 P2.

La imagen de S, denotado por Im(S), es definida como el subespacio de P% dado por
Im(S) := [s(C%) \ {(0,0,0)}].

Lema 1.1 (ver [0]) Sea (v,) una sucesion de elementos en PSL(3, C), entonces existe una
subsucesion, también denotada por (7,), y una funcién pseudo-proyectiva S tal que:

(1) La sucesion (7,) converge uniformemente a S sobre subconjuntos compactos de P% \
Ker(S);

(2) Si Im(S) es una linea compleja, entonces existe una funciéon pseudo-proyectiva T’

tal que v, — T uniformemente sobre subconjuntos compactos de P% \ Ker(T).
n—oo

Ademas, Im(S) = Ker(T) y Ker(S) = Im(T);

(3) Sea (v,), tal que (,) converge uniformemente a S. Si Ker(S) es una linea compleja,
entonces existe una funciéon pseudo-proyectiva T tal que v,' — T uniformemente
n—oo

sobre subconjuntos compactos de P% \ Ker(T) y Im(S) C Ker(T). Por otra parte,
si | es una linea compleja que no pasa por Im(S) entonces la sucesion de lineas
complejas 7, !(I) converge a la linea compleja Ker(S) cuando n — oc.
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Demostracion:

(1)

Para todan € N, sea g,, = (g7;) un levantamiento a GL(3, C) de 7,. La bola unitaria
en Mj3,3(C) = C? con respecto a la norma ||g||e = 12%§3|gij], es un subconjunto
compacto. De ello se deduce que la sucesion g, = g,/||gx||~ tiene una subsusecion,
también denotada por g,, tal que g, — s € M3,3(C), cuando n — o0o. Observemos
que s # 0. Ahora, si K es un subconjunto compacto de P%\ Ker(S), consideremos el
conjunto C' = {v € C*\ {(0,0,0)} : ] € K} y K = {v/||v|| € C*: v € C'}. Notemos
que K es un subconjunto compacto de C*\ {(0,0,0)} y [K] = K. Como &, s

uniformemente en K, entonces obtenemos que v, = [g,] — [s] = S uniformemente
n—oo
en K.

De igual manera, sea g, = (gf;) un levantamiento a GL(3,C) de +,, para cada n en
N. Podemos suponer que g, — s, cuando n — oo, donde s es un levantamiento a
M343(C) de la funcién pseudo-proyectiva S. La matriz de cofactores de g,,, denotada
por cof(g,) es un levantamiento a GL(3,C) de 7, !. Como el célculo de la matriz
de cofactores es una funciéon continua en las entradas de la matriz, tenemos que
cof(gn) — cof(s) cuando n — co. De esto obtenemos que v, ! converge uniforme-
mente a la funcién pseudo-proyectiva [cof(s)] := T sobre subconjuntos compactos
de P2\ Ker(T). La matriz s puede tener las siguientes formas canénicas de Jordan.

M 00 A3 0 0 N3 10
0 X O), (0 X 0], [0 X 0], MN#O0paraj=1,23.
0 0 0 0 0 0 0 0 0

En cualquier casos la matriz cof(s) es igual, bajo conjugacion, a

, p#0,

o oo
o oo
= OO

y la prueba de (2) se sigue de un calculo muy sencillo.

Por la parte (1) podemos suponer que v, ' converge uniformemente a la funcién

pseudo-proyectiva T en subconjuntos compactos de P% \ Ker(T). Procedamos por
contradiccion y supongamos que I'm(S) no esta contenido en Ker(T'). Por hipote-
sis, Ker(S) es una linea compleja, de manera que I'm(S) consiste de un sélo punto
denotado por p, y p ¢ Ker(T). Ahora, si z € P\ Ker(S) entonces S(z) = p, de lo
cual se tiene que v, (z) — S(z) = p. Luego, como p ¢ Ker(T), podemos suponer

que el conjunto compacto {7,(z) : n € N} U {p} esta contenido en P4 \ Ker(T).
Por lo tanto = 7, ' (y,(x)) — T(p). Asi que la imagen bajo T de p no es tnica y
n—oo
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esto contradice que T es una funcién en P\ Ker(T'). Por lo tanto, Im(S) C Ker(T).

Para todan € N, sea g, = (g;) un levantamiento a GL(3, C) de ~,. Podemos suponer
que g, — s € M343(C), cuando n — oo, y [s] = S. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que

0 00
s=10 0 0
0 01
En este caso Ker(S) = él,eg es precisamente el conjunto de puntos en P% que

satisfacen la ecuacion 0z 4+ 0z + 123 = 0, entonces la linea compleja Ker(S) puede

ser identificada con [0 : 0 : 1]. Ahora, si [ es una linea compleja que no pasa por
Im(S) = [es] entonces [ puede ser identificado con [A : B : C],C # 0. De ello se
obtiene que la linea compleja 7, ! estd identificada con

(A, B,C)(g,") '] = [(4, B,C)(gn)],

lo cual implica que la sucesion de lineas complejas 7, (1) converge a la linea compleja
identificada con
[(A,B,C)s|=10:0:C]=1[0:0:1],

y esta linea compleja es Ker(S).

1.3. Algebra lineal

En esta seccion unicamente daremos las posibles formas de Jordan para g € SL(3, C).

1.3.1. Formas candnicas de los elementos de SL(3,C)

Sea g € SL(3,C). Si A1, A2, A3 son los valores propios de g, entonces las posibles formas
canoénicas de Jordan para g son:

(i) g tiene valores propios repetidos.

(a) Si|\|=1,i=1,23.

o g es diagonalizable:
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o g no es diagonalizable:

A 10 A 100 A 10
g = 0 )\1 0 s g = 0 )\1 0 s g = 0 )\1 1
0 0 X 0 0 N 0 0 N

(b) Si|\;| # 1 para algin ¢ = 1,2, 3, entonces el otro también es de modulo distinto
de 1.

o g es diagonalizable:

A 000
g=|0 XA 0[], con |\]# [N
0 0 As
o g no es diagonalizable:
A 10
g=|(0 M 0], con [N|# [N
0 0 As

(ii) g no tiene valores propios repetidos, entonces g es diagonalizable:
o Si exactamente dos tienen el mismo modulo, digamos |A1| = [Aa| # |As].
o Si |\ # |Aj| cuando i # 5.



Capitulo 2

Elementos de PSL(3,C) y el conjunto
limite

2.1. El conjunto limite de Kulkarni

En la siguiente seccion introduciremos los conceptos del conjunto limite segin Kulkarni
y la de grupo kleiniano complejo, posteriormente mecionaremos algunas propiedades de
este conjunto limite las cuales nos serdn de gran utilidad. La mayor parte de esta seccion
la tomamos del articulo de Kulkarni [I8].

Primero veamos lo siguiente:

Definicion 2.1 Sea G un subgrupo de PSL(3, C). Decimos que la accion de G en PA es
propia y discontinua en un subconjunto G-invariante 2 de PZ, si para cualesquiera dos
subconjuntos compactos C'y D de 2, g(C) N D # () solo para un namero finito de g € G.
La accion se llama libre (resp. casi libre) en un subconjunto G-invariante Q de PZ% si para
cada p € Q el grupo de isotropia, Gy,es trivial ( resp. finito).

Claramente una accioén propia y discontinua es casi libre.

Observacion 2.1 De ahora en adelante, cuando sea conveniente escribiremos cualquier
punto [z] € PZ simplemente por z. Recordemos que [z] = [z; : 23 : 23] con 21, 23, 23 € C.

Definicion 2.2 Sea {A;} una familia de subconjuntos de P4, donde i corre sobre algiin
conjunto infinito de indices I, entonces un punto p € P% se dice que es un punto de
acumulacion (o punto de cerradura) de {A;} si cada vecindad U de p intersecta a A; para
una infinidad de 7 € 1.

11
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El conjunto limite de Kulkarni nos dard una manera canoénica de elegir un conjun-
. . 2 ., .
to cerrado y G-invariante de P% en cuyo complemento la accién del grupo es propia y
discontinua.

Definicion 2.3 Sea G < PSL(3,C) que actia en P24, definimos los siguientes conjuntos:

1. Lo(G) es la cerradura del conjunto de puntos fijos en P4 con grupo de isotropia
infinito (su estabilizador es de orden infinito).

2. L1(G) es la cerradura del conjunto de puntos de acumulacion de las orbitas de todos
los puntos en P24\ Lo(G), es decir, para cada z € P4\ Ly(G) consideramos el conjunto
de puntos de cerradura de la orbita {g(z)}sec v L1(G) es la cerradura de la union
de todos estos conjuntos.

3. Lo(G) es la cerradura del conjunto de puntos de acumulacion de todas las orbitas
{9(K)}4eq, donde K corre sobre subconjuntos compactos de P% \ (Lo(G) U L1 (G)),
es decir, para cada compacto K C P%\ (Lo(G) U L1(G)) consideramos el conjunto de
puntos de acumulacion de la orbita {g(K)}seq y L2(G) es la cerradura de la union
de todos estos conjuntos.

Definiciéon 2.4 El conjunto A(G) = Lo(G) U L1(G) U La(G) es llamado el conjunto limite
de Kulkarni de G. El conjunto Q(G) = P%\ A(G) es llamado el dominio de discontinuidad
de Kulkarni de G.

Observacion 2.2 Cuando no se preste a confusion, se denotara a Lo(G), L1 (G), La(G) ete.
simplemente por Lo, L1, Lo, etc. En el caso de que G sea un grupo ciclico generado por g
(es decir, G = (g)), escribiremos simplemente Ly(g), L1(g), etc. en lugar de Ly(G), L1(G),
ete.

Recordemos que en geometria hiperbodlica clasica de manera informal podemos pensar
el conjunto limite como el conjunto de puntos de acumulaciéon de una sola 6rbita, y la
accion en su complemento resulta ser propia y discontinua. Esto tltimo es consecuencia de
las propiedades de geometria conforme que estan implicitas en geometria hiperboélica. En
este contexto, un grupo kleiniano (cléasico) se puede definir como un subgrupo de isometrias
del espacio hiperbolico real de dimension n, cuya acciéon en la esfera en el infinito tiene
region de discontinuidad no vacfa. Ahora si consideramos la acciéon de un subgrupo G de
PSL(3,C) actuando en P2 tenemos una definiciéon andloga.

Definicién 2.5 Sea G un subgrupo de PSL(3,C), se dice que G es kleiniano complejo si
existe un conjunto U # () que es abierto e invariante, donde G actua propia y discontinu-
amente. En particular si G tiene region de discontinuidad de Kulkarni no vacia, entonces
el grupo es kleiniano complejo.
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2.1.1. Propiedades del conjunto limite de Kulkarni

La siguiente proposicion nos dice que si G es kleiniano complejo, entonces G es discreto,
i. e., G es un subgrupo de PSL(3,C) que es discreto como subespacio topologico. Esto es
equivalente a decir que el elemento identidad de G tiene una vecindad en PSL(3,C), en
el cual, no hay ningtn otro elemento distinto de la identidad. Ademés, dicha proposicion
también nos garantiza que G es necesariamente contable, veamos.

Proposicion 2.1 Sea G un subgrupo de PSL(3, C), donde G tiene la topologia compacto-
abierto. Entonces Lo(G), L1(G), L2(G), Ay € son G-invariantes y G actia propia y
discontinuamente en €2. Si G es Kleiniano complejo entonces G es discreto y contable.

Demostraciéon: Si p es un punto con grupo de isotropia infinito, G, y ¢ € G entonces
Gy = 9Gpg~ " también es infinito. Por lo tanto Ly es G—invariante.

Seap € Ly, 0 € G,y tomemos U, una vecindad de o(p). Existe un punto p’ € o= (U)
tal que p’ es un punto de acumulacion de {g(2)},ec para algtn elemento z € P4 — Ly,
entonces o(p') € P4 — Ly es un punto de acumulacion de {og(2)}sec = {9(2)}seq, ¥
ademés o(p') € U. Asi que o(p) € Ly, y por lo tanto, L; es G—invariante.

Un razonamiento similar al anterior demuestra que L, también es G—invariante. El
conjunto A es G—invariante porque A = LyU L; U Lsy. El conjunto () es G—invariante pues
Q=P%— A

Sean C'y D subconjuntos compactos de €). El conjunto
S={geG:9(C)ND #0}

debe ser un conjunto finito, por que de lo contrario D contendria un punto de Ly o uno
de L, lo cual no puede suceder por que QU Ly = ) = QN L. Por lo tanto la accién de G
es propiamente discontinua.

Ahora supongamos que G es kleiniano complejo. Sea C' una vecindad compacta de un
punto p € €, entonces T' C 1", donde

o

T={g9eG:glp) €C},

T'={ge€G: {g9(p)}nC#0}.

Dado que G actua propia y discontinuamente en €2, se tiene que 7" es finito. Asi T" es
un abierto finito en G que contiene a la identidad, y como la topologia de G' es Hausdorff,
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concluimos entonces que G es discreto.

Finalmente, dado que P2 tiene una base contable para su topologia entonces también
la tiene. Sea {U,}, n =1,2,... una base contable de vecindades relativamente compactas
en () y sea

Gn={9€G : gh)NT, #0}.

Cada G, es finito y la uniéon de G,, es G. Por lo tanto, GG es contable.
O

La siguiente proposiciéon nos indica como se comporta el conjunto limite bajo conju-
gacion.

Proposicion 2.2 Sean f € PSL(3,C) y G < PSL(3,C). Entonces

i) Lo(fGf™1) = f(Lo(G))
i) Li(fGfY) = f(L(G))
i11) La(fGf7Y) = f(L2(Q))

Demostraciéon: Tomando en cuenta que los homeomorfismos conservan propiedades topolog-
icas, en particular las de la cerradura, es suficiente hacer la prueba para ciertos conjuntos.

i) Sea © € {x € PZ | |Stabsgs-1(z)| es infinito}, esto pasa si, y solo si, existe una
sucesion {h,,} C fGf~! de elementos distintos tal que h,,(z) = x, donde h,, =
fgmf~t con g, € G, pero esto también ocurre si, y solo si, fg,.f '(zr) = x para
una infinidad de g,, € G si, y solo si, g,,(f~'(z)) = f~(z) para una infinidad de
gm € G, es decir, f71(z) € {z € P% | |Stabg(z)| es infinito}, lo cual es cierto si, y
solo si, z € f({x € P4 | |[Stabg(x)| es infinito}).

Por lo tanto {z € PZ | |Stab;gs-1(x)| es infinito} = f({z € P2 | [Stabg(z)] es infinito}).
i)
Sean Ay ={z ePi | JwePi\ Ly(G) y {g.} C G tal que g,(w) — z}
By ={x €Pi | Jw e P\ L(fGf™) y {h.} C fGf! tal que h,(w) — =}

Sea z € f(A;), es decir, z = f(y) tal que existe una sucesion {g,} C G de elementos
distintos y w € P4\ Lo(G) con g,(w) — y, asi f(gn(w)) = f(y) = 2, luego f o
gn o f7H(f(w)) = f(y) = z, por otro lado si w € P4\ Lo(G), entonces f(w) €
P2\ f(Lo(G)), pero f(Lo(G)) = Lo(fGf™), entonces f(w) € PE\ Lo(fGf™"). Con
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i)

esto hemos obtenido f(w) € PZ \ Lo(fGf™') y una sucesion {h,} C fGf™' de
elementos distintos tal que h,(f(w)) — z, es decir, z € B;.

Ahora sea z € By, esto es, existe una sucesion {h,} C fGf~! de elementos
distintos y w € P&\ Lo(fGf™') = P%\ f(Lo(G)) con h,(w) — z. Luego, dado que
h, = fog,o f!con g, € G, para todos los elementos de la sucesion, se cumple
entonces h, (w) = f o g, o f~1(w) — z, lo cual implica que g,(f~'(w)) = f7'(2), vy
como w € PZ\ f(Lo(G)), entonces f~!(w) € PA\ Lo(G), asi f~1(z) € A;, es decir,
z € f(A1).

Por lo tanto f(A;) = By.

Sean

AL ep ‘ z es punto de acumulacion de la orbita {g(K)}4eq,
27175 | donde K P2\ (Lo(G) U L1(G)) es compacto

B — c P2 ‘ x es punto de acumulacion de la oérbita {g(K)}erar-1,
271" S5C | donde K ¢ P2\ (Lo(fGfY) U Li(fGf1)) es compacto

Demostremos que By = f(As).

Sea z € P% tal que existe K C P2\ (Lo(fGf™') U Li(fGf™')) compacto de tal
manera que z es punto de acumulacion de fGf~! - K, luego entonces f~1(z2) es
punto de acumulacién de Gf~! - K, ademés como f~}(K) C PA\ (Lo(G) U Li(G))
es compacto, obtenemos entonces que f~'(2) € Ay, y por esto tltimo se sigue que,
z € f(Az).

Ahora sea w = f(y) tal que existe K C P4\ (Lo(G)UL;(G)) compacto de tal manera
que y es punto de acumulacién de G - K = Gf 7! - f(K), entonces f(y) = w es un
punto de acumulacion de fGf~ - f(K) y ademés f(K) C P4\ (Lo(G) U L1(G)) =
PZ\ (Lo(fGf™Y) U L1 (fGf1)) es compacto, asi w € Bs.

Por lo tanto By = f(As).
U

Los siguientes enunciados muestran como el conjunto limite de G < PSL(3,C), sigue
siendo el mismo para subgrupos de indice finito de GG y para extensiones finitas de G.

Proposicion 2.3 Sea H un subgrupo de indice finito de G < PSL(3, C), entonces:

i)
ii)

Lo(H) = Lo(G),

Li(H) = Li(G),
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De lo cual se deduce, A(H) = A(G).

Demostracion: Al igual que en la proposicion anterior, puesto que la cerradura de con-
juntos se preserva bajo homeomorfismos, la prueba sera sufiente hacerla para ciertos con-
juntos que en cada inciso definiremos.

Por otra parte como [G : H]| es finito, supondremos sin pérdida de generalidad, que
{Hay,...,Ha,} es el conjunto de las clases laterales derechas en G/H, para m € N.

i)

ii)

Sean
Ay = {x € P% | |Staby(z)| es infinito},

Ag = {x € P% | |Stabg(x)]| es infinito}.
Demostremos que Ay = Ag.

Notemos primero que por definicion Ay C Ag. Ahora para la otra contencion, sea
r € Ag, esto implica que existe una sucesion {g, }nen C G de elementos distintos
tal que g,(x) = x. Luego, como G = U;nzl Haj, entonces existe una subsucesion de
{9gn}nen denotada igual, tal que g, = hpa; con h, € Hy j € {1,...,m}, esto implica
gn(2) = hpa;(z) = z, es decir a;(z) = h, ' ().

Ahora, sea h!, = hih,!, observemos por definicion que h!, € H y ademés como

h! = k! si, y solo si, bt = h !si y solosi, n = m, {h] }nen €s una sucesion de
términos distintos en H.

Luego, Al (z) = hih,*(z) = hia;(z), pero hia;(z) = hih,*(z), en particular para
n = 1 obtenemos k!, (r) = hih;*(z) = x, entonces x € Ay, por lo tanto Ag C Ap.

Asi Ay = Ag, de lo cual se sigue que Lo(H) = Lo(G).
Sean

By = {2 €P4|IwePi\ Lo(H) y {hy}nen C H tal que hy,(w) — 2},
Bg = {ze€P?|JwePz\ Ly(G) ¥ {gntnen C G tal que g,(w) — x}.

Probemos que By = Bg.

La primera parte de la prueba se sigue casi de la definicién de By, veamos. Sea
xr € By, esto es, existe una sucesion {h, },eny C H de elementos distintos y existe
w € P4\ Lo(H) tal que h,(w) — x cuando n — oo. Luego, usando i) obtenemos
que w € P% \ Ly(G), por lo tanto By C Bg.

Para la otra contenciéon sea z € Bg, luego, existe una sucesion {g,}neny C G de
elementos distintos y existe y € P% \ Lo(G) tal que g,(y) — 2 cuando n — oo.
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Dado que G = U;nzl Ha;, entonces existe una subsucesion de {g, }nen denotada igual,
tal que g, = hna; con h, € Hy j € {1,...,m}, esto implica

z = lim g¢,(2) = lim h,(a;(2)),
n—oo n—oo

entonces a;(z) € P2\ Lo(G), luego de i) obtenemos que a;(z) € P4\ Lo(H). Asi
2z € By y por lo tanto B C By.

De esta forma By = Bg, luego entonces Li(H) = Ly (G).

iii) Sean
Co—dpepz| TS punto de acumulacion de la érbita {h(K)}ren,
T=17%=%¢| donde K C PZ\ (Lo(H) U Ly(H)) es compacto ’
C. c P2 ‘ x es punto de acumulacion de la orbita {g(K)}geq,
GT\T S| donde K C P2\ (Lo(G) U Ly(G)) es compacto '

Demostremos que Cy = Cg.

En efecto, al igual que en la primera parte del inciso anterior, la demostracion de
que Cy C Cg se sigue inmediata usando la definicion de C'y y el hecho de que
Lo(H)U L1(H) = Lo(G) U L1 (G), esto ultimo dado por @) y 7).

Por otro lado, para probar que Cg C Cq, sea x € Cg, es decir, existe una sucesion
{gn}nen C G de elementos distintos y existe K C P2\ Lo(G)UL;(G) con K compacto,
tal que  es un punto de acumulacion de la familia de compactos {g,(K)}nen.

Luego entonces, existe una subsucesion de {g,}nen denotada igual y una sucesion
{kn}nen C K, tal que k, — K y g,(k,) — x cuando n — oc.

Como G = U;n:1 Haj, entonces podemos suponer, tomando una subsucesion que
gn = hpaj con h, € Hy j e {1,...m}. Luego, x es un punto de acumulacién
de la familia de compactos {h,(a;(K))}nen, y puesto que de i) y 4i) tenemos que
K CPi\ Lo(G)U L (G) =P%\ Lo(H) U Ly(H), se sigue entonces que

a;(K) CPE\ Lo(G) U Li(G) = PE\ Lo(H) U Ly(H),
de esta manera x € Ly(H ), por lo tanto Ce C Chy.
Asi Cy = Cg, en consecuencia Ly(H) = Lo(G).

Por ultimo, observemos que de (i), (i), (i73) y por definicion , A(H) = A(G).
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Corolario 2.1 Sea G’ una extension finita de G < PSL(3,C), entonces:
i) Lo(G) = Lo(G),
i) Li(G) = Li(G),
iii) Lo(G) = Lao(G).
En consecuencia, A(G) = A(G').

Demostraciéon: Puesto que G es un subgrupo de indice finito de G’ < PSL(3,C), la
demostracion se sigue de la proposiciéon anterior.

Un lema que nos sera de gran utilidad para calcular L, es el siguiente.

Lema 2.1 (Lema de minimalidad): Sea G un subgrupo de PSL(3,C). Si C' C P% es
un conjunto cerrado tal que para cada subconjunto compacto K C P\ C, los puntos

de acumulacion de la familia de conjuntos compactos {g(K)}see estan contenidos en
Lo(G) U Ly (G), entonces Ly(G) C C.

Demostracion: Observemos primero que por propiedades de conjuntos
Ly(G) C C & Ly(G)n (PE\ C) =0.

Procedamos por contradiccion y supongamos que Ly(G) N (PZ \ C) # 0, entonces
existe un punto z € P% \ C, una sucesion de puntos {y,} C P%\ (Lo(G) U L1(G)) y una
sucesion {g,} C G de elementos distintos, tales que {y,} —yE P2\ (Lo(G)U Li(G)) vy

{gn(yn)} — w € PEN\C.

Por hipotesis PZ \ C es abierto, entonces, descartando un ntimero finito de términos, si
es necesario, podemos suponer que {g,(y,)} C P2\ C. Asi, usando de nuevo la hipotesis,
para el compacto K = {g,(yn) }neny U {z} se cumple que

9 (9(yn)) = tn —> y € Lo(G) U L1(G),

lo cual es una contradiccién. Entonces Lo(G) N (P% \ C) = 0, por lo tanto Ly(G) C C.
0J

A continuacién presentaremos un ejemplo, en el cual se calcula el conjunto limite de un
grupo generado por un elemento llamado loxo-parabdlico, este elemento sera introducido
posteriormente, también se mostrara que este grupo actua propia y discontinuamente en
el complemento de la linea m) .

Antes del ejemplo, tenemos lo siguiente.
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Observacion 2.3 Si [z] € P2\/ con ¢ = &, €5, entonces [z] es de la forma [2; : 2, : 23] con
23 # 0, asi que

2] = [21/23:22/25 1]
= |wy,ws, 1], con wy,wy € C.

Por lo tanto, el conjunto PZ\¢ puede considerarse como C2.

Ejemplo 2.1 Si g € PGL(3,C) es inducida por la matriz

g = , A eCr N < 1L

oo~
o> o
— O =

Entonces:

(i) Lo(g) = {e1, 2}

(i) g7™() — e, uniformemente en subconjuntos compactos de P2\ (&1, ¢ U &1, ¢3).

(iii) ¢"(-) —> ey, uniformemente en subconjuntos compactos de P2\ (&1, e U &1, ¢3).

(iv) Li(g) = {e1, ea}.
(v) Lo(g) = &esu M-

(vi) La accién del grupo ciclico generado por g en P% \ {ej, e} no es propiamente dis-
continua.

(vii) El grupo ciclico generado por g actia propia y discontinuamente en PZ \ gl, €5.

Demostraciéon: Para el inciso (i), hacemos las siguientes observaciones:

a) Un punto p € P2 tiene estabilizador infinito en el grupo ciclico generado por g si, y
s6lo si p es un punto fijo de g* para algiin k en los enteros, donde el orden de (g*) es infinito.

b) Un punto p = [v] es punto fijo de g si, y sélo si, v es un vector propio de g.

(i) En efecto, una vez mencionado lo anterior, calculemos Lg(g), para esto notemos
primero lo siguiente |,

,n € Z\ {0}

09
=
I
o O =
>~
3
— o 3
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Asi, sea [z] € Ly(g), entonces existe una sucesion {ny}ren C 7Z tal que g™ |[z] = [z]
para toda ny, esto pasa si, y s6lo si, para cada ny, existe ¢,, € C* tal que

1 0 ng 21 z21+npzs Cny 21
0 A™ 0 zo | = | A%z = | 22 |,
0 O 1 23 23 Cny 23

es decir,

n
2+ npzg = Cp 21, N'2g = Cp 22, 23 = Cp23

para un numero infinito de &’s.

Luego, z3 = 0, pues de lo contrario tendriamos ¢, = 1, y esto implica z; + ngzs =
21 < ngzz3 = 0 lo cual ocurre tnicamente cuando ny = 0. Ahora, si 2o # 0 obten-
emos A" = ¢, , entonces z; = A" 2y, pero |A| < 1, luego z; = 0, por tanto [z] = es.
Por 1ltimo, si 2o = 0 es claro que [z] = e; € Lo(g).

Por lo tanto Lo(g) = {e1, ea}.

Si K es un subconjunto compacto de PZ '\ (m U m), entonces existe una bola
cerrada de radio 7, centrada en un ¢ la cual denotamos por B,(z(), que es com-
pacta y ademéas cumple que K C B,(zg). Asi, dado cualquier punto en K, podemos
trasladarlo de tal manera que pueda escribirse como [z] = [2; : 22 : 23], donde
|21|% + |22]® + |23/ = 1, |22] > €y |z3] > ¢, para algin ¢ > 0 fijo. Luego, si
d(g~"[z], e2) denota la distancia de Fubini-Study entre g~"[z] y e, entonces

cos?(dlg "l ) = Pl
|21 — nzg|? + [ A" 23] + |23
A" z0|?
T (me4+ 124+ |22+ 1
’)\|_2n62

(ne+1)2+ [N\ 4+ 1’

y como podemos ver, esta tltima expresion tiende a 1 cuando n — oo, ademas dicha

convergencia solo depende del pardametro € y no del punto [z] dado. Por lo tanto ,

g "(-) —> ey uniformemente sobre subconjuntos compactos de P% \ (§1, es U e, es).
n—oo

La prueba es analoga a (7).

Dado que g actta en la linea invariante él,eQ como un elemento loxodrémico de
PGL(2,C), con puntos fijos e; y €2, se deduce que las érbitas de los puntos en
& e \ {e1,e2}, se acumulan en e; y e,.
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(vi)

Tenemos también, que g actta en la linea gl,eg como un elemento parabdlico de
PGL(2,C) con punto fijo en e;, por lo que las érbitas de los puntos en &eh \ {e1}
se acumulan en e;.

Finalmente, por (i7) y (iii), el conjunto de puntos de la cerradura de las érbitas de
puntos en P2\ (61,¢5 U &L, €3), es igual a {e, ey}

Por (ii) y (i), para cualquier conjunto compacto K C P2\ (&1, e5 U &, e5), los
puntos de la cerradura de la familia de conjuntos compactos {g"(K)},ez es igual a
{e1,e2} C Lo(g) U L1(g). De ello se obtiene, por el lema [2.1] (lema de minimalidad),
que Ly(g) C &, €5 Uéy, e

Por el contrario, para cada z € C*, el conjunto compacto
a1 Z
K,={[z+A —ﬁzl:—EHnEN}U{[z:l:O]}

esté contenido en P% \ {e1,e2} = P% \ (Lo(g) U L1(G)). Ademas, como

1 z 1 z
" ANP—=:1 . —= = ANP— = A —=
R I | 2
= A" =1:n\": —Z]
— [1:0: 2],
n—oo

se obtiene que &1, €5 C Ly(g).

Similarmente, para cualquier z € C*, consideremos el conjunto compacto
{[n:nz:=A"]|neN} Ules} CPZE\ (Lo(g) U Li(Q)).

Como .
g (n:nz: =A")=N"+1:2:—] — [1:2:0]

n- n—oo

se sigue entonces que &, ¢5 C Lo(g).

Por lo tanto Ly(g) = & e

Si K, es como en la prueba de (v), entonces ¢g"(K) intersecta a cualquier vecindad
compacta de [1: 0 : z| para un nimero infinito de valores de n € Z, por lo tanto, la
accion del grupo ciclico generado por g en P2 \ {e;, e} no es propia y discontinua.
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(vii) Por la observacion , vemos que el conjunto P \ gl, e5 es naturalmente identificado
con C? por el mapeo [z; : 25 : 1] = (21,22) , asi que la accion es ahora g(zy,22) =
(21 + 1, Az2).

Si para alguna R > 0 fija, (21, 20) € C? satisface

(1) (21, 22)[l1 = |21] + |22] < R,

(2) 19" (21, 22)||1 = |21 + 1| + [\"22| < R,

entonces, |n| < |z1+n|+]z1] < 2R. Asi, (1) y (2) se satisfacen para un nimero finito
de valores de n € Z. Por lo tanto el grupo ciclico (g) acttia propia y discontinuamente
en PZ\ él, €5.

O

Por las propiedades de conformidad, el conjunto limite de Kulkarni de un subgrupo
discreto de PGL(2, C) actuando en C coincide con el conjunto limite clasico. De hecho, en
este caso Lo = L1 = Ly = A. Sin embargo, cuando se trabaja en geometria proyectiva de
mayor dimension, los conjuntos Lo, L; y Ls pueden ser bastante diferentes entre si. Por
otra parte, el conjunto 2(G) no siempre es el subconjunto abierto mas grande donde la
accion es propia y discontinua como se ilustra en el ejemplo [2.1] Sin embargo, cuando G
actia sobre PZ sin puntos fijos y sin lineas invariantes, es posible demostrar que Q(G) es
el conjunto abierto mas grande donde la accion es propia y discontinua (ver [24]).

2.2.  A(G) para subgrupos cicliclos de PSL(3,C)

En esta secciéon proporcionamos los conjuntos limites de Kulkarni, que resultan de los
subgrupos ciclicos de PSL(3,C) generados por g, donde g € SL(3,C) esta en su forma
cano6nica de Jordan (ver subseccion del capitulo [1)). Cabe mencionar que no haremos
los célculos, éstos pueden encontrase a detalle en [15], un caso de tales subgrupos es el

dado en el ejemplo 2.1]

Sea g € SL(3,C), denotemos por g = [[g]] a la transformacion proyectiva inducida por
g y por G = (g) al subgrupo ciclico de PSL(3, C) generador por g. Entonces dada la forma
de g, la siguiente tabla nos resume los posibles conjuntos limite del grupo G.
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Levantamiento en GL(3,C) Ly(G) Li(G) Ly(G) A(G)
( ) il =1 0 0 0 0
Con estabilizador finito
( ‘Al‘ =1 {61762763} ]P)%j @ ]P)%
Con establhzadm infinito

110

010 e {er} {er} e e
001

110

011 {e1} {er} &res e
001

1 01

0 X0, A<t {e1, 2} {er, e2} e ubie | Laubie
001

( ) A1 > [ Ao e Ufes) fnesU{es} | EneUfes) | EnebUfes)

ﬁ U{es), 2 e
Dal= ol > gl | 2Ok R Qg ) | 5B UL | SR UL
{e1, €2, €3}, o ¢Q

Lo S, 0eQ | fa), 0€Q

01 0], A=ei2£1 Lo L e &7
0 0 A —¢ % {61763}1 g ¢ Q &ngn ¢ Q {Pl} 16
( ) M] < [Aaf < [N {er, 9,63} {evenest | EesUbsne | e Ubs e

Tabla 2.1: Conjunto limite de Kulkarni.
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2.3. Clasificacion de Automorfismos de ]P%

En esta seccion basicamente describiremos a los automorfismos de P2, éstos pueden
verse como elementos no triviales de PGL(3, C), los cuales pueden clasificarse como elip-
ticos, parabolicos o loxodromicos [25], para mayor detalle puede consultarse la subseccion

del apéndice [B]

(1) Los elementos elipticos en PGL(3,C) son aquellos elementos g que tienen un levan-
tamiento a GL(3,C) cuya forma canénica de Jordan es de la forma

et 0 0
0 €% 0 |, donde 6,6, 05€cR.
0 0 ¢

El conjunto limite A(g) para todo g eliptico es el conjunto @) o bien todo P4, esto es
de acuerdo a si el orden de g es finito o infinito. Los subgrupos de PGL(3,C) que
contienen un elemento eliptico no pueden ser discretos.

(2) Los elementos parabslicos en PGL(3, C) son aquellos elementos g tales que el conjunto
limite A(g) es igual a una tnica linea compleja. Si g es parabolico entonces tiene un
levantamiento a GL(3,C) cuya forma canodnica de Jordan es una de las siguientes

matrices
110 110 e 0
010|,{01 1], 0 e 0 , confeR\Z.
0 01 001 0 0 e 4mib
e En el primer caso A(g) es la linea compleja que consiste de todos los puntos

fijos de g.
e En el segundo caso A(g) es la tnica linea compleja g—invariante.
e En el atimo caso A(g) es la linea compleja determinada por los dos puntos fijos
de g.
(3) Hay cuatro tipos de elementos lozodrémicos en PGL(3, C):

e Las homotecias complejas son los elementos de g € PGL(3,C) que tienen un
levantamiento a GL(3,C) cuya forma canénica de Jordan es

A0 0
0 X 0 |, conXeC, |[N#1,
0 0 A2

y su conjunto limite A(g) es el conjunto de puntos fijos de g, que consiste de una
linea [ y un punto que no esté en [. Por lo tanto, en este caso, Lo(g) U Li(g) =
A(g) no esta contenido en una linea.
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e Los tornillos son los elementos de g € PGL(3,C) que tienen un levantamiento
a GL(3,C) cuya forma canonica de Jordan es

A0 0
0 p 0 |, \NpeC X#pu, N =|ul#1,
0 0 (M)

y su conjunto limite A(g) consiste de una linea [, en la cual g acttia como una
transformacion eliptica de PSL(2,C) y el punto fijo de g que no esta en . En
este caso, Lo(g) U L1(g) = A(g) no esta contenida en una linea.

e Los elementos lozo-parabdlicos g € PGL(3, C) tienen un levantamiento a GL(3, C)
cuya forma canénica de Jordan es

1
0
0

O > O

1
0], con A\eC, [N\ #1,
1

y su conjunto limite A(g) consiste de dos lineas complejas g-invariante. El ele-
mento g actiia en una de estas lineas como un elemento parabolico de PSL(2, C)
y en la otra como un elemento loxodrémico de PSL(2, C). En este caso Lo(g) U
L,(g) esta contenido en una linea.

e Los elementos fuertemente loxodromicos g € PGL(3, C) tienen un levantamiento
a GL(3,C) cuya forma canonica de Jordan es

A 001
0 X O , )\1,)\2,>\3 & C, |>\1| < |)\2| < |/\3|
0 0 X

Este tipo de transformacion tiene tres puntos fijos, uno atractor, otro repulsor
y el dltimo, un punto silla. El conjunto limite A(g) es igual a la unién de la
linea compleja determinada por el punto atractor y el punto silla, y de la linea
compleja determinada por el punto silla y el punto de repulsor. En este caso
Lo(g) U Ly(g) consiste de tres puntos en posicion general, asi Lo(g) U Li(g) no
esta contenido en una linea.

Observacion 2.4 Si g € PGL(3,C) satisface que Lo(g) U L1(g) esta contenido en una
sola linea entonces g es una transformacion eliptica, paraboélica o loxo-parabdlica.






Capitulo 3

Grupos elementales con A(G) =/

En este capitulo analizaremos a los subgrupos de PGL(3, C) que actuian propia y dis-
continuamente en el complemento de una linea ¢ en P%, lo cual nos servira como base para
que posteriormente demos una clasificacion de los grupos kleinianos complejos elemen-
tales, que tienen por conjunto limite de Kulkarni a una linea ¢. Esta clasificacion consta
de dos partes, cuando existe un elemento loxo-parabdlico en el grupo y cuando no existe.
Por tultimo, proporcionaremos algunos ejemplos de cada tipo de grupo, asi como también
algunos ejemplos de dominios fundamentales débiles.

3.1. Grupos actuando propia y discontinuamente en ]P)?C\E

Sea G un subgrupo de PGL(3, C) que acttia propia y discontinuamente en P4 \ ¢, donde
¢ C P2 es una linea. Luego, si ¢ esta determinada por los puntos [p] y [q], entonces, por
el teorema (TFGP) existe una unica transformacion proyectiva g € PGL(3, C) tal que
glp] = e1 v gld] = ea, asi que ¢ puede ser enviada bajo un homeomorfismo a la linea & es.
Por lo tanto, podemos suponer de ahora en adelante que ¢ = m.

Sea GG como arriba, para todo g € G y ey, es € £ se cumple que

b v 1
ge; = d w 0
h j 0

w0 o ThOo R

27
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b v 0
ges = d w 1
h j 0

luego, como ¢ es G-invariante, se sigue que f = h = 0. Ademas, por la observaciéon
PZ\¢ puede ser considerado como C?; asi que

a b v 21 azy + bzy +v
gzl = c d w 2 | = | ez tdon+w para [z] € PZ\/.
00 j 1 j

De esta manera, podemos tomar j = 1. Por lo tanto, obtenemos que cada elemento
g € G puede ser inducido por una matriz de la forma

S o 8
o Qo

e | (3.1)
1

Cuando sea conveniente, escribiremos a(g),b(g),c(g), ... en lugar de a,b,c. ..

Usando de nuevo la observacion [2.3] y de la matriz podemos observar que g puede
ser considerado como el automorfismo afin.

z+— Az + v,

A—(Z 2) V_(ft))' (3.2)

La proyeccion sobre la parte lineal de la transformacion afin dada anteriormente se
denota por

donde

¢: G — PGL(2,C), (3.3)
¢(g) = A.
Observemos que si g1, g2 € G, con
a, b v as by vy
g=|ca d wi|, g=|c d w],

0 0 1 0 0 1
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las igualdades

aias + bica  aibs + bids

o(g1) - d(g92) = > )

craz +dica  c1by + dids

araz +bica  arby +bida  ajve + brws + g
g1-92 = craz +dica by +didy cive +diwa +wr |
0 0 1

implican que ¢(g1 - g2) = ¢(g1) - ¢(g2), es decir, ¢ es un homomorfismo de grupos.

Sin embargo, la transformacion

¥ : G — PGL(2,C), (3.4)

wo)= (5 1)

no necesariamente es un homomorfismo de grupos, pues las igualdades

U(g1) - P(g2) = ( a10a2 a1v21+ U1 )7

Y(g1-g2) = (

ajaz +bica  aivs +biws + Ul)
0 1 '

no siempre coinciden.

Como G acttia propia y discontinuamente en PZ \ ¢, entonces para cada elemento
g € G, el grupo ciclico (g) acttia propia y discontinuamente en P2 \ ¢, por lo cual se tiene
Lo(g) U L1(g) C £. Luego, por la observacion anterior, G contiene tnicamente elementos
elipticos, parabolicos 6 loxo-parabdlicos.

3.2. (G contiene un elemento loxo-parabdlico

Lema 3.1 Sea ¢ una linea en P%. Si G es un subgrupo discreto de PGL(3,C) que actta
propia y discontinuamente en PZ \ ¢, y ademds contiene un elemento loxo-parabolico,
entonces existe un conjugado de G tal que cada elemento en este grupo conjugado tiene
un representante en GL(3,C) de la forma

(3.5)

O O R
O QO
— o <

donde a es una raiz de la unidad de orden 1,2,3,4 6 6. Ademas, este grupo conjugado
actta propia y discontinuamente en P% \ él, €.
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Demostracion: Cada elemento g € G esta representado por una matriz de la forma[3.1]y
suponiendo que la matriz que induce un elemento loxo-parabdlico, kg en G, tiene la forma:

1
0
0

o > O

1
0], con0< |\ <1, donde A € C.
1

Q.

El conmutador de h{ y de g estd dado por

ad=XA—mbe  ab(A""-1)

*

ad—bc ad—bc
= n = Cd(An_l) ad—\"bc
n [ 0> g] ad—bc ad—bc * ’
0 0 1
con inversa igual a
ad—\"be 7ab(/\_"71) %
ad—bc ad—bc
—1 n _
= —cd(A"—1) ad—\""bc

n ad—bc ad—bc *
0 0 1

Notemos que por definicién g, y g, ' tienen determinante igual a uno, y la sus trazas
son iguales a

ad — X "bc  ad — \N"bc  ad — be

ad — be + ad — be +ad—bc
3ad — be(A™" + A" + 1)

Tn =

ad — be
 =3ad+be(L+ A"+ ")
be — ad ’

Luego, si be # 0, por el teorema del apéndice [B] tenemos que para toda n suficiente-
mente grande, g, € G es un elemento fuertemente loxodrémico. Por lo tanto, para cada
g€ G,b(g) =006 c(g) =0.

Afirmamos que b(g) = 0 para cada g € G 6 que ¢(g) = 0 para cada g € G. En
efecto, si suponemos que la afirmacién no es cierta, entonces existen ¢;, go en G tales que

b(g1) = c(g2) =0y c(g1) # 0, b(ga) # 0. Luego

al 0 U1 ag b2 V2
g1-g2 = c1 di wp 0 dy wo
0O 0 1 0O 0 1

a1a2 a1bsy a1V + V1
= cias c1bg +dids  civ9 + diwse + wy ,
0 0 1



3.2. G CONTIENE UN ELEMENTO LOXO-PARABOLICO 31

implica que a1by = 0 6 c1ay = 0, lo cual contradice el hecho de que ¢(g1) # 0y b(ga) # 0.
De esta forma, podemos suponer conjungando si es necesario, que ¢(g) = 0 para cada
geaq.

Si g € G satisface que a(g) = 1, entonces, por el lema del apéndice , g conmuta
con hy. De esta manera, como

1 b v 1 01
g-hy = 0 d w 0 A0
0 0 1 0 01
1 X 14w
= 0 Md w
0 0 1
y
1 01 1 b v
ho-g = 0 X0 0 d w
0 0 1 0 0 1
1 b 14w
= 0 Md Aw ,
0 0 1

obtenemos que A\b = by que Aw = w, esto implica que b = 0 = w. Luego para cada h
en el subgrupo H = {g € G : a(g) = 1}, uno tiene que b(h) = w(h) = 0, y dado que
a(ghg™') = 1 para toda h € H,g € G, se sigue que H es normal de G.

Ahora, sea g un elemento arbitrario en GG, entonces

a b w 1 0 1 a~! —ﬁl %
ghog™ = [0 d w| |0 X O 0o dt -
0 0 1 0 0 1 0 0 1
b(—1+)) dbw(—1+4X)
1 A a— d
= 0 d wW — WA € H,
0 0 1
b(—1+))

0=w — wA. Por lo tanto b = 0 = w.

asi que =—

La linea &1, ¢} es G—invariante pues b(g) = ¢(g) = w(g) = 0, esto es

21 azy + vz
0 =10

z3 z3

o O R
O QO
—_— o
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Ademés, G actia sobre esta linea como un grupo elemental clésico con punto limite
e1. De hecho, la accién de G sobre esta linea es la accion en PL del grupo

w@) ={ ("W V) gl

donde v se define como en [3.4] Se sigue por hechos bien conocidos sobre los grupos Eu-
clidianos, que a(g) es una raiz de la unidad de orden 1,2,3,4 6 6 (ver pag. 92 de |20]).
OJ

El siguiente resultado es de suma importancia, ya que nos garantiza que si G es como
en el lema anterior, entonces G es un grupo abeliano de rango a lo mas dos. Este resultado
se menciona de manera més precisa en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1 Si G < PGL(3,C) actia propia y discontinuamente sobre el comple-
mento de la linea ¢ C P%, y G contiene un elemento loxo-parabdlico, entonces G es isomorfo
al®Ly, 68l ®L®L,, para alguna ny € N.

Demostracion: Antes de probar esta proposicion, veamos los siguientes dos lemas que
nos serviran para concluir con este resultado.

Lema 3.2 Si G < PGL(3,C) actia propia y discontinuamente sobre el complemento de la
linea ¢ C P%, y G contiene un elemento loxo-parabdlico, entonces G contiene un subgrupo
normal abeliano H isomorfo a Z & Z,,, 6 a Z & Z & Z,, para alguna ny € N. Ademas, el
indice de H en G s6lo puede ser igual a 1,2,3,4 6 6.

Demostraciéon: Podemos suponer que cada elemento de G es inducido por una matriz
de la forma . En este caso la transformacion ¢ : G — PGL(2,C), definida como en

satisface que

vl ote) = (4 ).,

aijaz a1V + Ui
77b(.gl'.g2) = ( 0 1 >’

para toda gq, g2 en G. Por lo tanto, ¥ es un homomorfismo y su imagen es un grupo
Euclidiano de PGL(2, C). El kernel de este homomorfismo consiste de todas aquellas trans-
formaciones en GG inducidas por una matriz de la forma:

= o O

1
0
0

S Qo
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asi que estas transformaciones son necesariamente elipticas o la identidad. De esta manera,
Ker(1) es discreto y cada elemento en el tiene orden finito, esto implica que Ker(v) es
un grupo finito (ver proposicién del apéndice [B). Ademés, es un grupo ciclico para
algin orden ng. Denotemos por

0

0
0

o O =
QU
_ o O

al generador de Ker(v).

Sea H el subgrupo normal abeliano de G que consiste de todos los elementos g € G
que son inducidos por una matriz de la forma

1
0 (3.6)
0

O QO
_ O

Notese que por el primer teorema de isomorfismo, G/Ker (1) = Im(1). Luego, si el rango
de Ker(1) es igual a n, entonces cada elemento en H/Ker(1)) tiene un representante de
la forma

1 0 w
0 ddt 0], donde k €{1,2,...,n—1}.
0 0 1

Asi, H/Ker() es un subgrupo abeliano libre del grupo euclidiano G/Ker(1), que con-
siste de todos los elementos parabolicos. Mas atn, H/Ker(1) tiene rango igual a uno o dos.

Por el tercer teorema de isomorfismo, tenemos que
G/Ker(y)/H/Ker(4) = G/H.

y como H/Ker(1) tiene indice igual a 1,2,3,4 6 6 en G/Ker(1), se sigue entonces que H
tiene indice igual 1,2,3,4 6 6 en G.
O

Lema 3.3 Sea G < PGL(3,C) un grupo que actia propia y discontinuamente en P% \ /.
Si G contiene un elemento loxo-parabdlico, entonces, a(g) = 1 para toda g € G y en
consecuencia H = G (donde H es como en el lema [3.2).

Demostraciéon: Supongamos que la matriz que induce un elemento loxo-parabdlico en
G, esta dada por

1
ho = 0
1

O O =
O > O
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Procedamos por contradiccion y supongamos existe g € G tal que a(g) # 1, con

g:

O O
O QO
— o e

De esta manera obtenemos que para toda m € N,

am

0
1

o > O

1
fm = gmhog_m =10
0

Por otra parte, como a es una raiz de la unidad de orden 1,2,3,4 6 6 (ver lema [3.1)),
podemos suponer, sin pérdida de generalidad que a es de orden n, con n € {2,3,4,6}. Por
tanto, para f, se cumple que a™ = 1.

Luego, como

obtenemos que

k=0
Asi,
n—1 10 Y a 1 00
h][fi={0x» 0 |=[0r0
1 00 1 0 0 1

resulta ser una homotecia, lo cual contradice el hecho de que G contiene tnicamente,
elementos elipticos, parabdlicos o loxo-parabolicos (ver observacion . Por lo tanto,
a(g) = 1 para todo g en G y ademas, como los elementos de H son inducidos por una
matriz de la forma [3.6] se sigue entonces que H = G.

O

Como habiamos mencionamos, de los lemas [3.2] y 3.3 obtenemos que H = G, y entonces

H no tiene indice igual a 2, 3,4 6 6, es decir, G es isomorfo a Z® Z,,, 0 a Z B Z D Z,, para
alguna ng € N. Por lo tanto, la proposicion queda demostrada.

OJ

Acontinuacion enunciaremos dos lemas, los cuales nos diran como es el conjunto limite
de G segin si su rango es igual a uno 6 a dos. De esta manera, tenemos lo siguiente:
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Lema 3.4 Sea G < PGL(3,C) un grupo que actia propia y discontinuamente en P2 \ /.
Si G contiene un elemento loxo-parabélico y ademas tiene rango igual a uno, entonces
Lo(G) = Li(G) consiste de dos puntos en ¢ y Ly(G) es igual a la union de ¢ y otra linea
mas. En particular, el conjunto limite de Kulkarni de G es igual a la unién de dos lineas.

Demostraciéon: Sea 1) como en Como G/Ker(y) = I'm(1) (primer teorema de iso-
morfismos), entonces podemos suponer que G es generado por los dos elementos inducidos
por las matrices:

10 1 1 0 0
0AxO0],0d 0],
001 00 1

donde 0 < |A| < 1y dy es una ng-ésima raiz de la unidad.

El subgrupo N; de G, generado por

,0< [N <1,

O O =
S > O
_ o

es normal y de indice finito en G. Por otro lado, del ejemplo , tenemos que Lo(NV;) =
Li(Ny) = {e1, e} y La(N1) = é1762 U é1,€3~

Por lo tanto, por la proposicion [2.3] se sigue que

Lo(N1) = Lo(G) = {ei,ea},
Li(N1) = Li(G) = {e,ea},
Ly(N1) = Ly(G) = & es U es.

O

Lema 3.5 Sea G < PGL(3,C) un grupo que actia propia y discontinuamente en P2 \ /.
Si G contiene un elemento loxo-parabdlico y ademas tiene rango igual a dos, entonces
Lo(G)U Ly(G) = £, y Lo(G) C L. En particular, el conjunto limite de Kulkarni de G es
igual a £.

Demostraciéon: Podemos suponer que las dos transformaciones inducidas por

, veC\R, éeC,

S o O
—_ o

1 1
0],0< A <1, vy 2=10
1 0

2
—
|
O O =
o > O
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generan un subgrupo N, normal y de indice finito en el grupo abeliano G. Por lo tanto,
de la proposicion [2.3] obtenemos que

Lo(Na) = Lo(G),
Ll(Ng) = Ll(G),
Ly(Ny) = Lo(G)

)

Asi, Lo(G) U Ly (G) = ¢ siempre que Lo(Ny) U Ly (Ng) = £.

Ahora consideremos todos los casos posibles:
1. Si |§] = 1, digamos § = %™ 6 € R, entonces Lo(vy2) = ¢, siempre que § € Q o
Li(y2) = ¢, siempre que 6 ¢ Q. En cualquier caso Ly(N2) U Li(N2) = £ (ver tabla

23).

2. Si |6] # 1, entonces hay dos casos dependiendo si log |A| y log |d| son racionalmente
independientes o no.

e En el primer caso, la accion de Ny en £ no es discreta. Por lo tanto Lo(Ny) U
Li(Ny) = ¢.

e En el segundo caso, existe un elemento v € Ny tal que Lo(y) U Ly (y) = £. Asi,
Lo(Ng) U Li(Ng) = 4.

Como G actia propia y discontinuamente en P% \ £ y Lo(G) U Ly (G) = ¢, se sigue por el
lema [2.1] (lema de minimalidad) que Ly(G) C /.
O

3.2.1. Ejemplos de grupos que contienen loxo-parabdlicos

Ejemplo 3.1 En los siguientes ejemplos d, v y A son un nimeros complejos fijos con
d#0, Im(v) #0y 0 < |\ <L

(i) Sea € un numero real fijo. El grupo abeliano Gy, generado por las transformaciones
proyectivas

1 01 1

g=10 X 0], 9.=10

0 01 0

actia propia y discontinuamente en C? = P% \ m) . Para verificar esta afirmacion,

usaremos el mismo procedimiento dado en el inciso (vii) del ejemplo . En efecto,
observemos que cualquier elemento en GGy es de la forma

S QO

(%
0],
1

1 0 m—+un
g1 gy =0 AT™d" 0 con m,n € 7.
0 0 1
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El conjunto P2 \ él, e5 es naturalmente indentificado con C? por el mapeo
[21 1 290 1] = (21, 29),
de esta manera, las acciones quedan determinadas como

gl<21722) - (21+1,)\22),
92(z1,20) = (21 +v,d2).

Si para alguna R > 0 fija, (21, 29) € C? satisface que

(21, 22)|[1 = |21| + || < R (3.7)
y
91" - 93 (21, 22)|[1 = |21 + m +vn| + A" d" | < R, (3.8)
entonces,
2R > |z1|+ |z + m+ vn|

| — 21| + |21 + m + vn|

| — 21 + 21 + m +vn|

v

= |m+on|
= |(m+nRe(v)) + inIm(v)|,

lo cual implica
2R > |m + nRe(v)|

2R > |nIm(v)|.

Asi, analizando los posibles valores de m,n € Z, se sigue que las igualdades y
3.8 se satisfacen para un namero finito de valores de m y n. Por lo tanto, el grupo
abeliano (g1, g2) actia propia y discontinuamente en P2 \ & e,

Entonces, por el lema , AGy) = s

Sea ng € N un namero fijo. El grupo abeliano G5, generado por las transformaciones
proyectivas

101 1 0 w 1 0 0

. 27mi

g=[0 X 0],0=[0 ¢ 0],g=[0 cv 0
00 1 0 0 1 0 0 1

es una extension finita del grupo G4, pues g3 es un elemento de orden finito. Por lo
tanto, de la proposicion obtenemos que A(Gq) = &L e
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Observemos que no siempre que agreguemos un nuevo elemento de orden finito a un
grupo dado, el nuevo grupo serda una extension finita del original, esto se debe a que el
nuevo grupo tiene que ser abeliano, y esto tltimo no siempre sucede.

En nuestro caso, otra manera de comprobar que un grupo G’ no es una extension finita
de otro grupo G dado, es verificando que A(G’) # A(G), esto ultimo se justifica utilizando
la contrareciproca del corolario [2.1]

3.3. G no contiene elementos loxo-parabélicos

Lema 3.6 Sea G un subgrupo de PGL(3, C) actuando propia y discontinuamente en P\ /.
Si G no contiene elementos loxo-parabolicos y Lo(G) U L1(G) € ¢, entonces Lyo(G) = ¢.

Demostraciéon: Por hipotesis tenemos que Lo(G) U L1 (G) € ¢, luego si definimos a ¢(G)
como en [3.3] es decir,
¢: G —s PGL(2,C),

a b ¢
con ¢(g) = (C d) , g= | C
0

obtenemos que el grupo ¢(G) tiene por conjunto limite a un subconjunto de Lo(G)U L4 (G),
por lo cual dicho grupo es un grupo kleiniano clasico y ademés sélo contiene elementos
elipticos o parabolicos (ya que de lo contrario, si ¢(G) tuviera un elemento loxodrémico,
entonces G tendria un elemento loxodrémico, lo cual es una contradiccion). Asi, dado que
(@) consiste solo de elementos elipticos y parabolicos, ¢(G) actia como un grupo ele-
mental en £. Por lo tanto este grupo tiene un punto fijo en ¢ (ver pag. 91 de [20]).

o Qo

v
w| € G,
1

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el punto fijo es ey, esto tltimo implica
que
1
=\

b
d ., AeC\{0}.
0

o o 2
— 8
Il
o
o O =

e}
e}

de lo cual se sigue que ¢ = 0.

Asi, cada elemento en G puede ser representado por una matriz de la forma

o O 2
S QU™

w) (3.9)
1
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De esta manera, el kernel del homomorfismo ¢ : G — PSL(2,C) consiste de todas las
transformaciones en GG inducidas por matrices de la forma

a 0 v
0 a w
0 0 1

Por otro lado, como hay diferentes tipos de elementos parabolicos (ver tabla y
ademés Ly(G) U L1 (G) € ¢, se sigue que cada elemento parabolico de orden infinito en G
tiene forma candnica

110
011
0 01

De lo anterior obtenemos que cada elemento en Ker(¢) es eliptico y por tanto finito, asi
Ker(¢) es finito (ver proposicion del apéndice . Ademés, es ciclico pues es isomorfo
a un subgrupo finito de S!. Este isomorfismo est4 inducido por el siguiente monomorfismo

p: Ker(¢) — S!

o O 2
o 2 O

v
w | —a.
1

Para demostrarlo es suficiente ver lo siguiente.

aq 0 U1 a9 0 V2 a1Qa9 0 a1v9 + U1
a) 0 a; Wi . 0 Ao W2 = 0 a109 Q1W9 + Wy s
0 0 1 0 0 1 0 0 1

b) El kernel de p sélo consta de la matriz identidad.

Lema 3.7 Sea G un subgrupo de PGL(3, C) actuando propia y discontinuamente en P%\ /.
Si G no contiene elementos loxo-parabolicos y Lo(G) U L1 (G) C ¢, entonces la matriz

00 1
Q=100 0
000

induce el unico limite pseudo-proyectivo del grupo G, también denotado por (). En con-
secuencia, Ls(G) C L.

Demostraciéon: Sea (g,) una subsucesion de elementos distintos en G tal que, g, — R
cuando n — oo ( donde R es una transformacion pseudo-proyectiva).

Dado que G soélo contiene elementos parabdlicos y elipticos, obtenemos los siguientes
dos casos.
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Caso 1. La sucesion contiene una subsucesion la cual consiste tinicamente de elemen-
tos parabolicos.

En este caso, podemos suponer que los elementos son inducidos por matrices de la

forma
b, v,

1 w, | n € Z,
0 1

o O =

pero el conjunto de todas estas transformaciones estan en G (ver matriz )y
forman un subgrupo de G, ademas el conmutador de cualesquiera dos elementos g,

Yy g¢ coil,

1 bs ws 1 b v
g=10 1 ws]|, =10 1 w | dondes,t € Z,
0O 0 1 0O 0 1
esta dado por
I 0 —wsb; + bswy
[95:9:) = 95909, g, =0 1 0
0 0 1

y este a su vez es igual a la identidad o a un elemento paraboélico que tiene una linea
de puntos fijos, pero, dado que el grupo G no contiene estos tltimos elementos, el
conmutador es igual a la identidad, por lo tanto dicho subgrupo es abeliano. Por
otra parte, la restriccion del homomorfismo ¢ a este subgrupo abeliano, es decir

¢: G — PGL(2,C),

1 b 1 b, v,
con ¢(gn) = (0 f) y 9n = 0 1 Wp, € G7
0 0 1

es un isomorfismo sobre el subgrupo parabolico del grupo euclidiano {A(g) : ¢ €
G}. Por lo tanto, este subgrupo abeliano libre tiene rango a lo mas 2.

En efecto, si el grupo tiene rango uno, podemos suponer que este grupo esta generado
por un elemento de la forma:
110
011
0 01
esto se debe, a que dado cualquier elemento g, del grupo con b,,c, # 0, pode-
mos conjugarlo por una matriz T triangular superior y llegar a la matriz propuesta
anteriormente, veamos

Y
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1 b, v, —bn{% 0 0
0 1 w, 0 w% i
0 0 1 0 0 1

1 1 0
= 01 1].
0 01
Asi

11 0\" 1 m im?—1Im
011 = |0 1 m ,
0 01 0 0 1

110\ " 1 —m $m?+im

01 1 = 0 1 —m

0 01 0 0 1

Entonces, tomando el limite pseudo-proyectivo tenemos que

1 m %mQ—%m 1 1 m %mQ—%m 0 O %
lim [0 1 m =lim — |0 1 m =100 0],
mTN0 0 1 mzee MT\ g 0 1 00 0
y analogamente
110y (oo}
lim {0 1 1 =1|00 0],
mTeN0 0 1 00 0

por lo tanto el limite pseudo-proyectivo R es inducido por la matriz Q).

Ahora si el rango es igual a dos, entonces podemos suponer (conjugando por una
matriz triangular superior) que el grupo parabdlico es generado por

B
1 , B € C\R.
0

O O =

110
0 0 1

—_ S

Observemos que B es de esa forma, pues si tomamos un elemento

[ o)

1 v
B' =10 w |,
0 1
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éste debe conmutar con A. Asi que de

obtenemos que w = 3, por lo cual B = B’. Por otra parte, 5 € C\ R pues el grupo
es discreto.

Luego,
1 Bn+m %ﬂQnQ—%52n+vn+mﬁn+%m2—%m
A"B" = |0 1 Bn+m
0 0 1
1 Bn+m %(ﬁn—i—m)Q—n(%BQ—v) —%m
=10 1 fn+m , (3.10)
0 0 1
y pseudo-proyectivamente
1 1 1 n(f%-2v) m
N (Bn+m)? (ﬂn;rm) 2 2(ﬁn+m)i 2(Bntm)?
0 0 —
(Bn+m)

Consideremos los siguientes casos:
Caso (i): Cuando m 6 n es fija.

= Sim es fija, de la matriz tenemos que

00 3p
lim A"B" =0 0 0

= Anélogamente, si n es fija de la misma matriz obtenemos,

lim A™B" =

m—0o0

o O O
o O O
S O
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Caso (ii): Cuando m y n no son fijas.
Antes de continuar con este caso, veamos los siguiente.

np +m = (nRe(B) +m) + inIm(p),

entonces

InB+ml|[> = (nRe(B) +m)* + (nIm(B))*
= (nRe(B))* + 2nmRe(B) +m? + (nIm(B))* > 0.

Luego si n,m € Z tenemos

m/2]
‘|

< |ml,
m?| < |InB +ml?,
[Indm(B)[| < |Ins +ml],
<

|In(82 = 2v)/2]| 1+ [|n(8% = 2v) /2],
lo cual implica para n,m € Z \ {0} que
Im/2| m| 1
_mE o e 2 3.12
Wg+ml? = el T Tl 312
1 1 1
S N 3.13
WBrmll = TeIm@ ~ [ellIm@)] 319
|[n(8* — 2v)/2]] 1+[n(8% —20)/2|| _ 1+|n|[[(8* —2v)/2]|
_ < 5 = 5 3 . (3.14)
[InB + ml| [InIm(B)]| [n|? [[Im(B)]|
De esta manera, analizamos los siguientes subcasos.
= Sim y n tiende a oo.
Usando las desigualdades [3.13], [3.14], [3.14] obtenemos que
1 1
fm ——— < lim —— =, 3.15
o [lng ]l = o Tl [Tm(B)] 319
If ! < ! 0 (3.16)
m —— < im ——— = 0, .
mn—oo [|(n8 4+ m)?|| mn—oo [n|? || Im(B)|[?
) [Im|] 1
Im ——— Im — = 0, 3.17
o T2+ mP| = ko 347
|In(8> = 2v)]] 14 n[]|(8% - 20)/2]]
m ——X lim = 0, 3.18
oo 2B m?l] = e o [Im(B)P 319
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asi,
1 1 m
Ii —0 lim ———— =0 lim =0
mJlLIE)loo nﬁ +m ’ m,TILIE)loo (nﬂ —+ m)2 ’ m,?igloo 2(%6 —+ m)2
y

. n(f? = 2v)
llm ———% =
n,Mm—00 2(”6 —+ m)2

Por lo tanto, de la matriz [3.11] se sigue que

o O O
O Ol

0
lim A"B™ =10
0

n,m—00
Sim y n tienden a —oo.

Observemos que si m y n tienden a menos infinito, las desigualdades
[3.16] [3.17 v [3.18 no cambiaran en nada. Esto tltimo se debe a que los
limites involucrados en dichas desigualdades, son limites en terminos de
normas y valores absolutos. Por lo tanto

1 0 i 1 0 m
= im =
m,n——o00 nﬁ +m ’ m,n——0o (’n,/B + m)2 ’ m,n——00 2(nﬁ + m)2
Y 2
fm =20
n,M—>—00 2(nﬁ + m)2
Asi de la matriz [3.11], obtenemos que
00 2
lim A"B™=10 0 0
n,m—>—oo 0 O 0

Sim y n tienden en sentidos opuetos.

a) Sim —00 y n— —oo.

b) Sim — —co y n— o0.

Un argumento similar al caso anterior nos muestra que para ambos incisos,
usando la matriz [3.11] el limite de A™B" seguira siendo

o O O
o O O
O Ol
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Por lo tanto, en cualquier caso el limite pseudo-proyectivo R es inducido por la
matriz Q.

Caso 2. La sucesion (g,) consiste (excepto para un numero finito de valores de n) de
elementos elipticos.

Ahora, dado que G/Ker(¢) es un grupo euclidiano, se sigue que cada elemento
eliptico g en G es de orden finito, es decir, g™¢ = Id con m, € N, luego entonces,
existe mg tal que para todo g dado de la misma forma se satisface que ¢ = Id,
por lo tanto g™ € Ker(¢). Por otra parte como Ker(¢) es finito y ciclico, existe
un ng = komy € N tal que para cada elemento eliptico en G, g™ = Id donde
ko es el orden de Ker(¢). De esta forma, existe una subsucesion de (g,) también
denotada (g, ), y una matriz diagonal h, tal que (h~'g,) es una sucesion de elementos
parabolicos distintos (pues esas transformaciones son representadas por una matriz
triangular superior con unos en la diagonal). Por el caso 1 anterior, se sigue que el
limite pseudo-proyectivo de h~'g, es inducido por la matriz (). Por lo tanto, el limite
pseudo-proyectivo de la sucesion g, es inducido por la misma matriz.

O

Finalmente probemos que Ly(G) = ¢.

a)

Ly(G) C ¢.

Sea K C P%\ £ un compacto y {g, }nen una sucesion de G. Entonces por el lema an-
terior {g, }nen tiene una subsucesion denotada igual, tal que g, — @ uniformemente
en compactos de P% \ Ker(Q) = P2 \ ¢ cuando n — oo, esto implica que el tnico
punto de acumulacion de {g,(K)}.en es e1, donde e; C Lo(G) U L1(G). Entonces
por el lema [2.1] (lema de minimalidad) Lo(G) C /.

{C LQ(G)

Sea {p una linea que no intersecta a Lo(G)U L1 (G) y sea g € G un elemento paraboli-
co. Luego, como Lo(G) U L1 (G) C ¢, se sigue que g esté inducido por la matriz

OO =

10
11
01

Pero la familia de conjuntos compactos {g"(£y)} se acumula en ¢ (ver tabla[2.2). Por
lo tanto, ¢ C Ly(G).

De esta manera, £ = Lo(G).
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Teorema 3.1 Sea G < PGL(3,C) un grupo infinito que acttia propia y discontinuamente
en el complemento de la linea ¢ C P.

(i) Si G contiene un elemento loxo-parabolico entonces
e El conjunto limite de Kulkarni A(G) es igual a la union de £ y otra linea, siempre
y cuando G sea un grupo ciclico generado por un elemento loxo-parabélico.

e El conjunto limite A(G) es igual a ¢, siempre y cuando G sea un grupo abeliano
libre y de rango dos generado por un elemento loxo-parabélico y otro elemento,
que puede ser loxo-parabdlico o parabélico.

(ii) Si G no contiene un elemento loxo-parabolico, entonces A(G) = ¢,
Demostracion: La prueba de i) se sigue de los lemas [3.4] y [3.5]

Ahora para i7), tenemos que el grupo G contiene un elemento parabdlico de orden
infinito y puesto que G actia propia y discontinuamente en P% \ {£}, se sigue que Lo(G)U
Li(G) C L. Por tanto, consideraremos dos casos, cuando Lo(G) U L1(G) = ¢ y cuando
Lo(G) U L(G) S L.

Caso 1: L()(G) U LI(G) =/.

Sea K C P4\ £ un compacto, entonces por definicion, los puntos de acumulacion de
la familia de conjuntos compactos {g(K)} e estan contenidos en £ = Lo(G)UL1(G).
Luego, por el lema [2.1] (lema de minimalidad) Lo(G) C /.

Caso 2: Si Lo(G) U L1(G) € ¢, entonces por el lema [3.6] Ly(G) = .
U

Corolario 3.1 Si G < PGL(3,C) acttia propia y discontinuamente en PZ y G no con-
tiene elementos loxo-parabdlicos, entonces una y sélo una de las siguientes afirmaciones se
cumple.

(1) Lo(G)ULi(G) =Ly Ly(G) C L6

(2) Lo(G) = L1(G) es un punto en £y Ly(G) = ¢.
Demostracion: Usando la demostracion del inciso 44) del teorema[3.1] es suficiente probar
que si Lo(G) U L1 (G) € £ entonces Ly(G) = L1(G) = {p}, donde p € /.

En efecto, si Lo(G) U L (G) C ¢, se sigue que los tnicos elementos que tienen grupo de
isotopia infinito en G, son los elementos parabélicos de orden infinito que son inducidos
por la matriz

o O =
)

1
1
0
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De esta forma Lo(G) = {e1} (ver tabla2.2).

Por otra parte, sea z C P2\ £ y {gn}nen una sucesion de G. Entonces por el lema
{gn}nen tiene una subsucesion denotada igual, tal que g, — @ uniformemente en
compactos de P4\ Ker(Q) = P% \ ¢ cuando n — oo, esto implica que el tnico punto de
acumulacion de {g,(2) }nen €s €1, por lo tanto Ly(G) = {e; }.

ASi? LI(G> = LQ(G> = {61}7 Le., p=ej.
U

Proposicion 3.2 Si G C PGL(3,C) es un subgrupo discreto tal que A(G) es igual a una
linea ¢/, G no contiene elementos loxo-parabédlicos y GG contiene un elemento que actua
como un elemento parabélico en ¢, entonces G es conjugado en PGL(3,C) a algun grupo
tal que cada elemento en éste es inducido por una matriz de la forma

 lal = |d| = 1. (3.19)

o O Q9
O QLo
— 8

(Si el grupo G contiene elementos loxo-parabdlicos, entonces el enunciado es también valido
con la excepcion que los valores propios no son ntimeros complejos unitarios. Ver lema |3.1])

Demostraciéon: Como el conjunto ¢(G) contiene un elemento parabdlico, podemos supon-
er (conjugando por un elemento que preserva la linea ¢) que tal elemento parabdlico es
inducido por una matriz de la forma

Al =p (é D , para alguna p € C.

Si suponemos que existe una matriz

a b
Ag—(c d)’ tal que ¢ # 0,

el cual es iducido por un elemento en ¢(G), entonces Tr?(AT A, AT"ASY) = (2 + (cn)?)2.
Asi, ATA,ATAS ! es un elemento loxodrémico para una n lo suficientemente grande, y

esto contradice que ¢(G) contiene tnicamente elementos elipticos o parabdlicos.
O

Lema 3.8 Sea V un subgrupo abeliano de (C?,+) de rango r = 1,2,3 6 4 y u una raiz
m—ésima de la unidad que genera un grupo ciclico de orden m. Supongamos que uv € V'
siempre que v € V', entonces ¢(m) < r (donde ¢ denota la funcién de Euler). Por lo tanto,
m < 12.
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Demostracion: Esta prueba estd contenida en la prueba del teorema del apéndice
[C], y para ser autocontenido la incluimos. Sea vy, ..., v, una base de V. Expresando uv;
en términos de esta base y tomando un determinante, obtenemos un polinomio de grado
r con coeficientes enteros el cual u satisface. Por lo tanto el anillo generado por u sobre
los racionales es una extension de grado a lo més r. Este anillo es generado por una raiz
primitiva m—ésima de la unidad y es una extension de grado ¢(m), donde ¢ es la funcion
de Euler. Asi ¢(m) < r, de lo cual se sigue que m =1,2,3,4,5,6,8,10 6 12.

OJ

Lema 3.9 Seau € S!, si u es raiz del polinomio complejo ménico f(z) = z3+az2*+a12+ag
con ag, ai,as € 7, entonces u es raiz de la unidad.

Demostracién: Por hipotesis u es de la forma u = €%’ con 6 € R. Por otra parte, tenemos

también que u es una raiz de f(z). Entonces, suponiendo que b es la tercera raiz obtenemos
que

B rag+azta = (z—u)(z—1u)(z—0b)
= (2= (u+u)z+1)(z—b)
= 22— (u+w)22+2z—-b2+blu+u)z—b
= 22— (u+u+b)2*+ (1 +blu+u))z —b.

De esta forma ay = —(u+u+b), a3 = 1+bu+7u) y ag = —b, asi que u+u = ag — as € Z.
Por lo tanto, como u + u = 2 cos #, la ecuacion

|2cosf| <2

implica que 2 cos# puede tomar uno de los valores siguientes: 0, £1,+2. Para cada valor
tenemos lo siguiente.

Sea p(z) = 22 + (u + )z + 1, donde u + u = 2 cos §. Entonces:
(1) Si2cosf =0, el polinomio p(z) = 22 + 1 tiene raices z; =iy 29 = —i.

(2) Cuando 2cos# = +£1, obtenemos los siguientes subcasos:

(a) Si2cost =1, p(z) = 224 z+1 tiene raices z; = —*”2"‘/5 =5y = _*1*21'\/5 —
(b) Si2cosf = —1, p(z) = 2> — z + 1 tiene raices 2z, = 1+§*/§ — % Y 29 = 1—;\/5 —

_ T

s .
(3) Analogamente, para 2cosf = 42, el polinomio p(z) = 22 4 2z + 1 tiene raices:

m 2 =29=—1 si 2cosf =2,
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m 021 =20=1 si 2cosf=-2.

Por otro lado, observemos que

W — (u+w)u+1=u?—u®—|u+1=0,

es decir, u es raiz del polinomio moémico p(z). Por lo tanto, como las raices de p(z) son
tnicas, se sigue que u es igual a una de las siguientes raices {1,e3 ,i,es ,—1}. Asi, u es
una raiz de la unidad.

O

Las hipotesis del lema [3.8 pueden ser modificadas a fin de obtener lo siguiente.

Lema 3.10 Sea V un subgrupo abeliano de (C?,+) derangor = 1,2,3 y u € S'. Supong-
amos que uv € V siempre que v € V', entonces u es una raiz de la unidad de orden 1,2, 3,4
6 6.

Demostraciéon: La prueba es parecida a la del lema y se sigue del lema [3.9 pues
justamente usamos el hecho de que u € S! es una raiz de la unidad, donde existe un

polinomio moénico de grado r» < 3 con coeficientes enteros el cual u satisface.
O

Observacién 3.1 Los lemas 3.8y pueden ser aplicados a subgrupos abelianos de
(C,+) = ({0} x C, +) = (C x {0}, +).

Si suponemos que cada elemento en GG puede ser representado por una matriz triangular
superior de la forma y G contiene un elemento elipto-parabélico irracional entonces
podemos suponer que es inducido por una de las siguientes dos matrices triangulares
superiores:

1 0 1 a 0 0 |
Ey=|0dy O),Ea=[0 1 1|, a =dy=¢e*" 6cR\Q.
0 0 1 0 01

Proposicion 3.3 Sea G un subgrupo discreto de PGL(3, C) tal que cada elemento puede
ser inducido por una matriz de la forma y A(G) = (. Si G contiene el elemento
elipto-paraboélico irracional inducido por E, entonces el subgrupo normal, Ny, consiste de
los elementos de la forma:

es un (finitamente generado) subgrupo abeliano de indice finito. De hecho, b = w = 0 para
cada elemento en Nj.
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Demostraciéon: Cada elemento en el subgrupo N; conmuta con E; (por el lema del
apéndice [C]), por lo tanto tiene la forma

1 0 wh)
h=1|{0 dh) 0 |. (3.20)
0 0 1

De esta forma, Ny es un subgrupo abeliano generado finitamente. Ademas, el conjunto
V ={veC : 3h € Ny con v(h) = v} es un subgrupo abeliano de (C, +).
Ahora, sea ¢ un elemento en G. Considerando la entrada superior derecha de ghg™!,
es posible verificar que a(g)v € V siempre que v € V. Se sigue por el lema [3.10} que a(g)
es una raiz de la unidad de orden 1,2,3,4 6 6. De esta forma N; tiene indice finito en
G. Como cada elemento en el grupo abeliano discreto Ny tiene la forma [3.20} no es dificil
verificar que N; es finitamente generado y su rango es menor o igual a dos.
O

Proposicion 3.4 Sea G un subgrupo discreto de PGL(3, C) tal que cada elemento puede
ser inducido por una matriz de la forma y A(G) = (. Si G contiene el elemento
elipto-parabdlico irracional inducido por Ej, entonces el subgrupo normal N, consiste de
aquellos elementos de la forma:
a b v
01 wl,
0 0 1
es un (finitamente generado) subgrupo abeliano de indice finito. De hecho, b = v = 0 para
cada elemento en Ns.

Demostracion: Sea L el conjunto que consiste de aquellos (3,v) € C? para los cuales
existe un elemento en G de la forma:

(3.21)

o~ ™

1
0
0

— o

No es dificil de comprobar que L es un subgrupo discreto de (C2,+). Si suponemos que
b # 0 para algtin

f: 7€N27

o O Q
S = o
— 8

entonces L # 0, pues el conmutador de Esy y f es igual a

1 (ag—1)b (ap—1)v— (ap — 1)bw — apb
[Es, f1=10 1 0
0 0 1
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Si (B,v) € L entonces (aof, agv — agf) € L (conjugando el elemento de la forma ([3.21))
por Es). En otras palabras, la transformacion C-lineal inducida por

Qo 0
(o)
preserva L. Si suponemos que rango(L) = 4 entonces ag es una raiz de un polinomio con
coeficientes enteros de la forma p(z) = (2? — 2z cos(2m6) + 1) y esto implica que ag es
una raiz de la unidad, lo cual es una contradiccion. De esta manera, rango(L) < 3. Por
lo tanto, aplicando el lema al grupo abeliano L y al ntimero complejo unitario ag,
obtenemos que ag es una raiz de la unidad, lo cual es una contradiccion. Se sigue que b = 0
para todo f € Ns.

Analogamente, podemos probar que v = 0 para todo f € N, asi cada f € Ns tiene la
forma:

o O 2
O = O
— & o

lo cual implica que N, es un grupo abeliano de rango menor o igual a dos.
Sea W el conjunto de C que consiste de aquellas w € C tales que existe f € N, de la
forma

o O Q2
O = O
— & o

Notemos que W es un subgrupo abeliano discreto de C y W # 0 pues Fy € Ns.

Si g € G es un elemento arbitrario, entonces no es dificil verificar que d(g)w € W
siempre que w € W. Se sigue por el lema que d(g) es una raiz de la unidad de orden
1,2,3,4 6 6. De esta forma N, tiene indice finito en G.

OJ

Proposicion 3.5 Sea G un subgrupo discreto de PGL(3,C) tal que A(G) = ¢ y cada
elemento g € G es inducido por una matriz de la forma [3.19] Supongamosque para cada
g € G, existe n € N, que depende de g, tal que a(g), d(g) son raices n-ésimas de la unidad.
Si N denota el subconjunto de G que consiste de aquellos elementos en GG inducidos por
matrices de la forma:

1
0
0

— 8

o O = o

entonces N es un subgrupo normal libre
finitamente generado).

e torsion de indice finito de G (también es
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Demostracion: Sea B el subgrupo abeliano de C que consiste de todas aquellas f € C
para las cuales existe un elemento en N de la forma:

1 B8 w
0 1 w
0 0 1

Anéalogamente, sea W el subgrupo abeliano de C que consiste de aquellas w € C tal que
existe un elemento en N de la forma:

b
1
0

o O =
— & <

—~

Finalmente, sea V' el subconjunto de C (no necesariamente es un grupo) que consiste de
todas las v en C tales que existe un elemento en G de la forma:

1 b v
0 1 w
0 0 1

Como G actiia propia y discontinuamente en C?, entonces también N acttia de la mis-
ma forma. Méas atin, el grupo nilpotente N actiia libremente en C2, asi N es generado
por a lo més cuatro elementos (ver pags. 152, 357 de [11] y el apéndice [C)). Se sigue que
rango(B) < 4y rango(W) < 4. Ademas, cuando V' es un grupo abeliano, rango(V') < 4.

Consideremos los siguientes casos:

Caso 1. B0y W #0.

En este caso, aplicando el lema a Wy ala raiz de la unidad d(g), existe n; € N
(que no depende de g) tal que para cada g € G, d(g)™ = 1.

Similarmente, por el lema[3.8 aplicado a B y a la raiz de la unidad a(g)/d(g), existe
ns € N (que no depende de g) tal que para cada g € G, (ab(g)/al(g))n2 = 1.

De esta forma, existe ng € N tal que g™ € N para cada g € G.

Caso 2. B#0, W =0y V #0.

Analogamente al caso anterior, aplicando el lema al grupo abeliano V' y a la raiz
de la unidad a(g)/d(g), existe n, € N tal que (a(g)/d(g))"" = 1 para cada g € G.

Dado un elemento fijo
ag by o
Ggo=10 do wo| €G,
0 0 1
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con dy # 1 (Si tal elemento no existe entonces se termina la prueba). Si g € G es un
elemento arbitrario, entonces el conmutador [go, g tiene la forma:

(do - 1)U} Z (d - 1)w0 s
1

O O =
O~ ™

entonces (dy—1)w—(d—1)wy = 0. De esta forma, conjugando G por la transformacion
proyectiva inducida por

1 0 0
h = 0 d() —1 wo |,
0 0 1
obtenemos que
a b — bwo +v
-1 _ dO - 1 do - 1
hgh™ = 0 d (do — 1w — (d — 1w con g € G.
0 0 1

Por lo tanto, podemos suponer que w = 0 para todo g € G.

Ahora, si v € V' y g es un elemento arbitrario en G como anteriormente (es decir,
w(g) = 0), obtenemos que

o R ™
— O X
Q|
—_
|

por lo tanto, av € V. Se sigue, por el lema [3.8, que existe ny € N tal que a™ =1
para cada g € G. De esta manera, existe ny € N tal que g,, € N para cada g € G.
Caso 3. B#0, W =0y V =0.

Este caso no puede suceder, pues el conjunto limite de Kulkarni de N deberia ser
igual a & e;( ver tabla .

Caso4. B=0,W #0yV #0.

En este caso, V' es un subgrupo abeliano de C. Por el lema[3.8] existe n; € N tal que

d™ =1 para cada g € G. Fijando un elemento

Qo b() Vo
g=1|0 dy wy| €@,
0 0 1
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con ay # dp (si tal elemento no existe entonces concluimos la prueba).

Si g € G es un elemento arbitrario, entonces el conmutador [go, g] tiene la forma

b(ao — do) — bo(a — d)

ddy v
0 1 w |’
0 0 1

entonces [go, g| € N, también b(ag — dy) — bo(a — d) = 0.

Por lo tanto, podemos suponer, conjugando G por

ao—do b() 0
h= 0 1 0],
0 0 1

que b = 0 para todo g € G.

No es dificil verificar que si g € G,y v € V, entonces av € V (justamente conjugando
por g). El lema implica que existe ny € N tal que a™ =1 para cada g € G.
Caso 5. B=0,W #0yV =0.

En este caso, W es un subgrupo abeliano de C y no es dificil verificar que existe
ny € N tal que d" = 1 para cada g € GG. Ahora consideremos el subgrupo normal
N que consiste de todos aquellos elementos en G de la forma:

S O Q2
O = o

v
w
1

No es dificil verificar, por célculos directos que el conmutador de cualquiera dos
elementos en GG tiene la forma

1 6 v
010
0 01

Como B =V =0, se sigue que N; es un grupo abeliano.

Podemos suponer, conjugando por una matriz adecuada, que cada elemento en Ny
tiene la forma
a 0 0
01 w
0 0 1

Se sigue que Nj es un subgrupo abeliano de indice finito (finitamente generado) de

G.
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Caso 6. B=0,W =0y V #0.

En este caso, V' # 0 es un subgrupo abeliano de C y existe un ntimero natural fijo
ny € N tal que ™ =1 para cada g € G.

Ahora, sea N, el subgrupo normal de G que consiste de aquellos elementos de la

forma
1 b v
0 d w
0 0 1
Fijando un elemento
1 bo Vo
ho=10 dy wy| € Na,dy 7é 1,
0 0 1

(si d =1 para cada elemento en Ny, entonces conluimos la prueba). Si

h:

O O =
O Qo

v
w | € Ns,
1

entonces [h, hy] € N. Por lo tanto
(1 —d)by + (1 — do)b =0 = (1 — dywo + (1 — do)uw.

Asi, conjugando por

bo
1 0
1 —dy
0 do—l wo |’
0 0 1

podemos suponer que cada elemento en N, tiene la forma:

h:

O O =
o QU O
—_ o S

Se sigue que Ny es un subgrupo abeliano de indice finito (finitamente generado) de

G.
Caso 7. B=0,W =0y V =0.

En este caso, cada elemento en G es de orden finito, asi G es finito.

Teorema 3.2 Sea G < PGL(3,C) tal que A(G) = ¢, entonces:
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Si G contiene un elemento loxo-parabdlico, entonces G es isomorfo a Z & Z & Z,,,
para alguna ng € N. Z@Z es un grupo de rango dos, generado por un elemento loxo-
parabolico y otro elemento que puede ser de nuevo loxo-parabélico o bien, parabdlico.
Ademas, Z,, es un grupo de reflexiones complejas.

Si GG no contiene elementos loxo-parabdlicos y G no contiene elementos que actien
como parabolicos en £ = A(G), entonces G es un grupo de isometrias de C? y contiene
un subgrupo libre normal abeliano de indice finito y de rango < 4.

Si G no contiene elementos loxo-parabdlicos, pero contiene elementos que actiien
como parabdlicos en A(G) = ¢, entonces G no contiene elementos elipto-parabdlicos
irracionales y es una extension finita de un subgrupo unipotente (este subgrupo
consiste de transformaciones parabdlicas unipotentes). Por lo tanto es una extension
finita de un grupo de la forma: Z, Z2, Z3,Z*, A\, o T}, donde

Ay = <A,B, C,D : C,D son centrales, y [A, B] = C’k>

I, = <A,B,C : Ces central, y [A, B] = C’k>,k: e N.

Demostracion:

(i)
(i)

La prueba se sigue de la proposicion

Como G no contiene elementos que actuen como parabélicos en /, se sigue que
#(G) \ {Id} induce tnicamente elementos elipticos, donde ¢ se define como en

Notemos que el determinante de la matriz

a b
A—
tiene modulo igual a uno. Por lo tanto, cada elemento en ¢(G) puede ser escrito
como una matriz de la forma

)\(Z Z) AeS'yad—be=1.

Dado que G induce un grupo puramente eliptico que actia en @, existe un punto
fijo global para la accion de ¢ en H3, (ver pag. 62 de [20]). Podemos suponer que este
punto fijo global es (0,0,1) (en el modelo del semiespacio superior), entonces cada
elemento en ¢(G) puede ser escrito como una matriz de la forma

b
A(_ag 5), AeSty a2+ b2 = 1.
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(iii)

De esta forma, cada elemento g € G puede ser escrito de la forma:
A v T 2
g= 1) donde A € U(2);v,0" € C°.

Por lo tanto, G es un subgrupo discreto de isometrias de R*. Por el teorema, del
apéndice[A] G contiene un subgrupo abeliano libre normal de indice finito, de rango
<4.

Si G contiene al elemento elipto-paraboélico E; entonces la proposicion implica
que el grupo N7 es un subgrupo abeliano normal de indice finito, y nigiin elemento
en N; actia en ¢ como un elemento parabélico. Si suponemos que existe g € G,
tal que ¢(g) actiia en ¢ como un elemento parabolico entonces para algin ny € N,
tenemos que ¢(g)"™ € ¢(N;) acttia como un elemento parabolico en ¢ lo cual es una
contradiccion. Un argumento similar, usando la proposicion [3.3] muestra que G no
puede contener al elemento elipto-parabdlico Es.

La segunda parte es analoga a la prueba del teorema del apéndice [C] y la cual
incluimos por conveniencia. Por la proposicion [3.5, G es una extension finita de
un grupo discreto unipotente N,y por el teorema del apéndice [B], existe un
tnico grupo de Lie unipotente H tal que H/N es compacto (en consecuencia, N
es finitamente generado). Este grupo H es necesariamente simplemente conexo, de
hecho es un espacio Euclidiano.

Como N acttia propia y discontinuamente (y libremente) en C? se sigue que la
dimension proyectiva del anillo de grupos enteros de N es menor o igual cuatro (ver
pag. 152 de [I1]). Ademaés, la dimension de H es menor o igual a cuatro.

Los grupos de Lie nilpotentes simplemente conexos de dimensién cuatro son : R* y
Hj; x R, donde Hj denota el grupo real de Heisenberg (ver ejemplo del apéndice
. Los grupos de Lie nilpotentes simplemente conexos de dimensiéon tres son Hj
y R3. Finalmente, los grupos de Lie nilpotentes simplemente conexos de dimensién
dos y uno son R? y R.

Los subgrupos discretos con cociente compacto de Hs x R son de la forma:
Ar = (A, B,C,D : tal que C, D son centrales, y [4, B] = C*), donde k € N.
Los subgrupos discretos de H3 con cociente compacto son de la forma:

I'. = (A, B,C : tal que C es central, y [A, B] = C*), donde k € N.

Para més detalles acerca de estos ultimos subgrupos, ver [I3] y el apéndice 0

Observacion 3.2 Si ¢(G) \ {Id} induce unicamente elementos elipticos, entonces G es
conjugado en PGL(3,C) a algiun grupo tal que cada elemento en un subgrupo de indice
finito es inducido por una matriz tridangular superior.
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3.3.1. Ejemplos de grupos que no contienen loxo-parabdlicos
Ejemplo 3.2 Siguiendo con la misma numeracion del ejemplo [3.1] tenemos:

(iii) Sea G3 el grupo generado por las transformaciones proyectivas

1 0 1 1 0 1
gy = 0 e27ri91 0 N 0 627ri02 0 ,
0 0 1 0 0 1

donde 64, 65 son ntumeros reales fijos. Para verificar que GG3 acttia propia y discontin-
uamente sobre P\ §1, €5, usaremos nuevamente, el mismo procedimiento dado en el

inciso (vii) del ejemplo

Como Gj3 es abeliano, cualquier elemento en este grupo es de la forma:

1 0 m +in
gt gt = |0 e¥mmibienmits 0 con m,n € Z.
0 0 1

El conjunto P2 \ él, e5 es naturalmente indentificado con C? por el mapeo
[21 12y 1] — (Zl,Zg),
de esta manera, las acciones quedan determinadas como

9a(z1,22) = (=1 +1, e?mit 29),

g5(217 ZQ) = (21 -+ i, 627"02 22).

Si para alguna R > 0 fija, (21, 22) € C? satisface que

(21, 22)[[1 = [21] + [22]| < R (3.22)
y . .
gy - g5 (21, 22)||1 = |21 + m +in| + |e2m7”‘91 62"”10222| <R, (3.23)
entonces,
2R > |z|+ |z +m+in]

= | —z|+ |z +m+in
| — 21 4+ 21 + m +in|

|m + in|,

v

lo cual implica
2R > |m|
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2R > |n|.

Asi, analizando los posibles valores de m,n € Z, se sigue que las igualdades y
se satisfacen para un ntmero finito de valores de m y n. Por lo tanto, el grupo
abeliano (g4, g5) actia propia y discontinuamente en P2 \ & e

Se sigue del teorema (ii) que A(G3) = &, ¢e5. En este caso ¢(Gs) no contiene
elementos parabodlicos.

Sea ng € N un nimero fijo. El grupo abeliano G4, generado por las transformaciones
proyectivas

1 0 O 1 0 1 1 0 1

27 . .
g3 = 0 eW 0 y g4 = 0 6271—191 O y g5 = 0 eZWZGQ 0
0O 0 1 0 0 1 0 0 1

es una extension finita del grupo G3, pues como habiamos visto en el ejemplo 3.1} g3
es un elemento de orden finito. Por lo tanto, de la proposicion 2.1, obtenemos que

A(Gy) = & e

Sea G5 el grupo generado por las transformaciones proyectivas

1 0 1 1 0 ¢ 1 00 1 00
9o = 010 y g1 = 010 y g8 = 011 y 99 = 0 1 4
0 01 0 01 0 01 001

Anélogamente al inciso (iii), G5 es abeliano, entonces podemos suponer que cualquier
elemento en este grupo es de la forma:

1 0 I+ik
ghogi g g =10 1 m+in| conk,l,mnecZ.
00 1

Como el conjunto PZ \ 51, e5 es naturalmente indentificado con C? por el mapeo
[21: 29 : 1] = (21, 22),

las acciones quedan determinadas por

9o(z1, 22) (21 4+ 1, 22),
g7(z1,22) = (21 +1,29),
gs(z1,22) = (21,22 + 1),
go(z1,22) = (21,22 +1).
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Si para alguna R > 0 fija, (21, 29) € C? satisface que

(21, 22)[[1 = [21] + [22]| < R (3.24)
y
Hgé . g? g8 - g9 (21, 2) |1 = a1 H L+ ik| 4+ |22+ m+in| < R, (3.25)
entonces,
2R > |z + |22 +m +in
> |m+in|,

lo cual implica
2R > |m)|

2R > |nl.

De esta forma, analizando los posibles valores de m, n € Z, se sigue que las igualdades
[3.24) y [3.25] se satisfacen para un ntimero finito de valores de m y n. Por lo tanto, el
grupo abeliano G5 acttia propia y discontinuamente en PZ \ él, €5.

Por el teorema (i), obtenemos que A(Gs5) = &1, ¢5. En este caso ¢(Gs) consiste
del elemento identidad.

Analogamente al inciso (iv). El grupo abeliano Gg, generado por G5 y la transfor-
maciones proyectivas

1 0 0
g3=10 em 0],
0 0 1

es un grupo cuyo conjunto limite de Kulkarni es igual a gl, €5

Si k es un nimero fijo natural, entonces el grupo G; generado por las transforma-
ciones proyectivas

1 01 1 0 ¢ 1 00 1 -1 0
Je — 010 , g7 = 01 0 , gio — 0 1 k , g11 = 0 1 7 s
0 01 0 01 0 01 0 0 1

actia propia y discontinuamente en PZ \ &.eh v por el teorema (ii) A(G7) es
igual a m. En este caso, ¢(G7) es un grupo ciclico generado por un elemento
parabolico. Notemos que G es un grupo 2-pasos nilpotente, el cual es una reticula
uniforme de H3 x R, donde Hj es el grupo de Heisenberg de dimension 3 real (ver
[13] y el apéndice[C]). Si I es un subgrupo de G7 tal que 0 <rango(I') < 4, entonces
A(l) = & ¢ En este caso, el cociente de PZ\ & ¢, por I no es compacto.
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3.4. Dominios fundamentales débiles

No es posible dibujar facilmente una imagen, o describir, a un grupo kleiniano. Lo
més cerca que podemos llegar a esto, es en general, hacer un dibujo de Q/G que de
alguna manera ilustra la acciéon de G. La imagen habitual es dada por un conjunto o
dominio fundamental (DF), que en términos generales, contiene un punto de cada clase de
equivalencia en €2 y que, en cierto sentido, ilustra la topologia de 2/G. Sin embargo, para
el caso de los grupos kleinianos complejos, no encontramos un concepto que se adapte o
funcione bien para todos los efectos que éste requiere, lo anterior no significa que no exista
0 no sea posible encontrar tal dominio. De hecho, un problema interesante que sigue
abierto, es el de encontrar dominos fundamentales para los grupos kleinianos complejos
elementales.

En esta seccion damos tres ejemplos de dominios fundamentales débiles (DFD), estos
dominios son un tipo, o mas bien, son conjuntos que de cierta manera son parecidos a
los DF. La definicion de DFD fué introducida por Kulkarni (ver [I§]), por lo cual se nos
hizo factible tratar de dar algunos ejemplos de dichos dominios, recordemos que estamos
trabajando con subgrupos de PGL(3, C) que tienen region de discontinuidad de Kulkarni
no vacia.

Pero dada la importancia de los DF, acontinuaciéon presentamos una definiciéon de
DF tomada del libro de Complex Kleinian Groups (ver pag. 19 de [9]). Posteriormente
introduciremos la definicion de DFD, asi como los ejemplos mencionados.

3.4.1. Dominios fundamentales

Sea GG un subgrupo discreto de PSL(2, C), entonces

Definicion 3.1 Un dominio fundamental (DF) para la acciéon de G en P{ es un conjunto
abierto D C P¢ tal que satisface las siguientes dos condiciones:

i) Si D denota la cerradura (topoldgica) de D en €2, entonces para elementos distintos
arbitrarios g1, go en G se cumple que ¢;(D) y go(D) no se intersectan, i.e., g;(D) N

ii) La union UgEG g(D) de todos los conjuntos g(D) para todo g € G, es todo el espacio
Q.

En otras palabras, las diversas iméagenes de D por los elementos de G cubren todo el
espacio y son disjuntas dos a dos, excepto para los puntos en la frontera de D.

Los dominios fundamentales aparecen frecuentemente en varios contextos de la ge-
ometria y la dindmica. Son importantes por diversas razones, pero béasicamente por el
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hecho de que podemos conocer en esencia todo acerca de la acciéon del grupo en la region
de la discontinuidad con sblo mirar el dominio fundamental y la forma en que el grupo se
relaciona con los puntos en su frontera, como habiamos mencionado.

Observemos que un dominio fundamental para un grupo G no es tnico. En particular,
si D es un dominio fundamental, entonces cada trasladado g(D) por un elemento de G
es también un dominio fundamental. De hecho no puede haber dominios fundamentales
totalmente distintos para un cierta acciéon de grupo.

Hay varios métodos para construir dominios fundamentales para la acciéon de un grupo
discreto, sin embargo, nuestro proposito no es abundar sobre ésto dltimo, si no més bien
es tnicamente definir el concepto de DF, aunque para mas informacién podemos consultar
el libro de Beardon (ver []]).

Ahora veremos el concepto de un domominio fundamental débil, el contenido de la
siguiente subseccion fué tomado del articulo de Kulkarni [I8].

3.4.2. Dominios fundamentales débiles

Sea €2 un espacio topolégico Hausdorff localmente compacto y G un grupo de home-
omorfismos de €2 actiiando propia y discontinuamente. Entonces, atin cuando el cociente
2/G no sea un espacio compacto, se define lo siguiente.

Definiciéon 3.2 Un dominio fundamental débil (DFD) para G en ) es un subconjunto D
de 2 tal que

i) Los G-trasladados de D cubren a 2.
ii) La proyeccion canénica D — Q/G es propia.

Notemos que si D es un DFD entonces D es un conjunto cerrado de 2. También si
D es un DFD y S es un subconjunto de ) tal que la proyecciéon canénica S — /G es
propia, entonces D U S es también un DFD.

Supongamos que 2 admite una base numerable. La proyeccion canoénica m: Q — Q/G
es una aplicacion abierta (ver teo. del ap. . Asi que Q/G es también localmente
compacto y la imagen de una base contable para {2 bajo 7 es una base contable para la
topologia de 2/G. Ademas, si € es localmente conexo también lo es 2/G. Llamaremos a
un par (V,V) admisible si 7(V) = V, donde V respectivamente V' es un subconjunto
compacto de 2 respectivamente de 2/G.

Lema 3.11 Si V es cualquier subconjunto compacto de €2 /G, entonces existe un subcon-
junto compacto V' de (2 tal que (V, V) es admisible. Ademas si € es localmente conexo, y
V' es conexo, entonces V' puede ser elegido de tal manera que sea conexo [18].
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Demostracion: Para cualquier z € V' y 2’ en Q tal que 7(2') = x, existe una vecindad
compacta U, de 2’ tal que U, = 7(U,/) es una vecindad compacta de z. Existe un nimero
finito de puntos {x;} con 1 < i < k, tal que la correspondiente U,, cubre V. Entonces
la uniéon de U,, N 7~ !(V) es un subconjunto compacto de 2 que es enviado a V. Si
es localmente conexo entonces podriamos elegir U,s y por lo tanto U, sera conexo. Si
ademés V es conexo, trasladando los componentes de V construido anteriormente por los

elementos de G podemos tomar V de tal manera que también sea conexo.
O

El siguiente teorema nos garatiza que bajo ciertas hipotesis sobre el dominio de dis-
continuidad de Kulkarni €2, existe siempre un DFD.

Teorema 3.3 Supongamos que €2 admite una base numerable para su topologia. Entonces
existe un DEFD para G en €. Ademas si 2 es localmente conexo y 2/G es conexo entonces
exite un DFD conexo [18].

Demostracion: Para probar el teorema sea {V;,}°°, una cubriente localmente finita de
Q/G por vecindades compactas. Si {V,,}2°, son subconjuntos ‘compactos de (2 tal que
(V,, V) son pares admisibles, entonces no es dificil ver que |V, es un DFD.

Ahora supongamos que {2 es localmente conexo y {2/G es conexo. Construimos un DFD
conexo como sigue. En primer lugar tomamos las V,, de tal manera que sean conexas. Sea
Wy = Vi, Wy = {Vi} y por induccion el conjunto

Wo={Vi: VinW,. #0} v W.={JW,

donde esta ultima union es sobre los V; que estan en W,,. Entonces {IV,,} es una familia
creciente de subconjuntos compactos conexos cuya union es 2/G. Ahora como se observa
en el lema anterior, podemos tomar V,, tal que sea conexo. Sean

Wi=Vi W= {Vi}.

Inductivamente construimos W, y W, de manera que {W,} es una familia creciente
de subconjuntos compactos conexos en ). Supongamos que hemos construido W,_; y
W,_1. Consideremos los pares admisibles (V;, Vi), donde V; esta en W,. Al trasladar por
elementos de G si es necesario podemos suponer que V; intersecta a W,,_;. Con ésta posible
modificacion tomamos W, para ser la uniéon de Wi 1, y adicionalmente V; y W, para ser

la unién de V; en W,,. No es dificil ver que la union de W,, es un DFD conexo.
O
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3.4.3. Ejemplos de DFD

En el siguiente ejemplo presentamos un DFD para cada uno de los siguietes grupos:
G4, G3, Gs5. Estos grupos fueron dados anteriormente en el inciso (i) del ejemplo [3.1] y en
los incisos (iii),(v) del ejemplo [3.2]

Recordemos que todos estos grupos actiian propia y discontinuamente en lP’?C\él, ey &
C? , y ademas tienen por conjunto limite de Kulkarni a él, €5.

Las definiciones y resultados topoldgicos que utilizamos para hallar los DFD, estan
enunciados en el apéndice [B]

Cuando G contiene un elemento loxo-parabdlico

Ejemplo 3.3 En el siguiente ejemplo d,v y A son niimeros complejos fijos, con d # 0,

Re(v) € Z\ {1}, Im(v) #0y 0 < |\ < 1.

(i) El grupo abeliano G, generado por las transformaciones proyectivas

o > O

1 1
0 , g2 = 0
1 0

O QO
— O

1
g1=10
0

El DFD de Gy, es el conjunto
D, = {(21,22) €C?: 0< Re(z) <a, 0<Im(z) <b, |2 < 1},

donde a = 1+ Re(v) y b= Im(v); como se muestra en la siguiente figura.

Im c Im r C

Figura 3.1: Dominio fundamental débil para G;.

Para demostrarlo primero observemos que cualquier elemento en (G; es de la forma
0 m + nv

1
g1 g5 =10 A"d" 0 donde m,n € Z.
0 0 1
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Es decir,
1 0 m—+ nv
G, = 0 A™dv 0 :m,n € Z
0 0 1

El conjunto PZ \ él, ¢y es naturalmente indentificado con C2 por el mapeo
[21: 29 : 1] = (21, 22),
de esta manera, las acciones quedan determinadas como

g1(z1,29) = (21 4+ 1, 29),
92(21,22) = (21 +v,dz2).

Entonces, si (21, 22) € D; obtenemos que

g1t - g5 (21, 29) = (21 + m 4+ nv, N d" z3) con m,n € Z.

Por lo tanto, si m y n corren sobre los nimero enteros Z, obtenemos que el conjunto
{(z1 + m +nv, \"d" z9) : (21,22) € D1}

cubre a todo C?, es decir, los G;-trasladados de D; cubren a todo C2. Por lo tanto,

D; cumple la condicion (i) de DFD.

Para concluir que D; es un DFD, solo falta demostrar la condicion (ii), para ésto

tenemos la siguiente estrategia.

(1) Demostrar que C>/G; y T x C son homeomorfos, donde T es la superficie
del toro.

(2) Una vez obtenido el paso anterior, seré suficiente demostrar que la proyeccion
m, dada por m: D; — T x C es propia.

Paso (1): Sea ¢ : C* - T x C dada por

: —— 1-Re(z1)
(217 22) — (QQmRe(zl)’ e?mlm(ﬁ%u))’ A 29 )) ‘

Z1

)\flm(#%v))l%e(v) d[m( T (o)

La funcién ¢ es una aplicacion abierta, mas atun, ¢ es una aplicaciéon cociente.

Sea ¢ : C* — C? definida por

. . )\le1 z
2mizy  2mizo 3
(Z17 22, Z3) = <6 , € ) A—zgRe(U) 7 .
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Si J, es la matriz jacobiana de ¢, entonces

2™ 0 0
7= 0 2mic2mic2 0
¢ — )
Re(v) _
—In(\) AL721 23 ln()\ d ) A== Z3 Al—z1
A—22Re(v) gzo A—22Re(v) gzo A—2z2Re(v) gzo

luego det(.J,) = =42 TN 4 () para todo (21, 29, 23) € C3.

A—22Re(v) gzo

Por lo tanto, por el lema [B.I] ¢ es localmente una aplicacion abierta y dado que ¢
es continua, obtenemos que ¢ es una aplicaciéon abierta.

Por otra parte, sea U = {(Re(z1), [m(lm(v)) 23) : 21,23 € C} C C3, si restringimos
¢ al conjunto U también obtenemos una aplicacién abierta, ésto es ¢ |p: U — C? es

abierta. Asi, como ¢ = ¢ |y, concluimos que ¢ es una aplicacion abierta, esto tltimo
implica que @ es una aplicacion cociente, pues ¢ es continua y sobreyectiva (ver def.

También notemos que

o(z1+ 1, z2) =

z 1— 1
27rzRe Z1+1 27"Z‘Im<1rln-é_ul)) Al felaty Az )
? _ z1+1 z1+1
() Re(v) gim( 7565

_ ( 2mi(Re(z1) +1) 271’1’[7)’1,(#%1)))7 A1*R6(21)71 Az )
o(

It ) Ree) gim(7t)

1—Re(z
27rzRe (21) QWzlm(IWZL%v)) A (=) 2 )
)

(s ) Re@) gim(77)

21, 22),

analogamente

o(z1 +v,dz) =

BED

27rzR6(Z1 +v) 27ri1m( I?j(r;}) ) )\1—Re(21+v) dZQ
AR g (F)

2mi( Re(z1 +Re(’u)) 27Ti(1m(1m(v )+1) Al—Re(Zl)_RE(’U) dzo

- ( (i) P Re) dIm(’m<v>)+1>
(

sze(zl) 2#i]m(#h}))7 \L—Re(z1) 29 )
Ailm( Im(” )RE(U) dlm( Im(w))

= (21, 22).
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Como todo elemento g € GG; es de la forma g = ¢1" - g5 con m,n € Z, i.e.,
g(z1,22) = g7 - 95 (21, 22) = (21 + m + nu, A" d" z3),
se sigue que, dado (z1, 22) € C? entonces ¢(g(21, 22)) = ¢(z1, 22) para toda g € G.

El conjunto cociente C?/G; es el conjunto de clases de equivalencias, las cuales se
forman en C? con la siguiente relacion de equivalencia:

(21,220) ~a, (21, 25) & Tg € Gy talque g(z1, 20) = (21, 25).

Observacion 3.3 (21, 22) ~q, (21,25) < (21, 25) = p(z1, 22).
En efecto,

(21,22) ~c, (21, 2) < Jg € Gy talque g(z1, 22) = (2], 25)
= (21, 2) = 0 (g(21, 22)) = (21, 22).

Reciprocamente, la ecuacion p(z1, 22) = ¢(21, 25) implica que

(21,22) = (21,25) & Ge(z1,22) = (21, 23),
donde g, es el elemento neutro de Gy, es decir, 3 g € Gy tal que g(z1, 22) = (21, 25).
Sea p : C2 — C?/G la aplicacion cociente que va de C? al espacio cociente C?/G1,
entonces por la observacion anterior ¢ es una aplicacion que es constante sobre cada

conjunto p~t([(21, 22)]), para [(z1, z2)] € C?/G;. Por lo tanto, por el teorema [B.3] ¢
induce una aplicacién cociente 1) : C*/G; — T x C tal que ¢ op = ¢.

C2

| S

C2/Gy ¢.y>']1‘ x C

Observemos que 1) esta bien definida y ademas es biyectiva, ya que:

= (21, 22) = @(21, 25) implica [z1, 2] = [2], 23],

= v por definicion v es sobreyectiva.
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De esta forma 1 es una aplicacién cociente biyectiva, es decir, 1 es una aplicacion
biyectiva tal que (W) es abierto si, y solo si, W es abierto. Por lo tanto, ¢ es un
homeomorfismo.

Paso (2): Probar que 7 : D; — T x C es propia.

Sea m : D; — T x C, notemos que D; es un conjunto compacto de C?. Ademas,
T x C es un espacio métrico, asi que por el teorema [B.7] un conjunto compacto en
T x C es cerrado y acotado .

De esta forma, sea K un conjunto compacto en T x C, entonces 7' (K) es cerrada,
por lo tanto por el teorema 7~ }(K) es un conjunto compacto. Asi, la proyeccion
T es propia.

Por lo tanto, D; es un DFD para G;.

El espacio cociente D; /Gy es homeomorfo C?/G; = T x C.

T Im C

D1/G1 ~ X

Figura 3.2: Espacio cociente D1/G; = T x C.

La demostracion es andloga a la que utilizamos para demostrar que C?/G; = T x C.

Sea p |p,: D1 — D1/G1, entonces 7 es una aplicacion que es constante sobre cada
conjunto (p |p,) ' ([(z1,22)]), para [(z1, 22)] € D1/G;. Por lo tanto, por el teorema

[B.3| 7 induce una aplicacion cociente p : Dy /Gy — C2/G tal que pop |p,= T.

D,

Y

Dy/Gy e C?/G,

Como p es biyectiva, pues por definicion es sobreyectiva y ademaés, 7([z1, 20]) =
7([21, 25]) implica [z1, 23] = [2], z5]. Entonces, p es un homeomorfismo. Por lo tanto,

Dl/Gl = (C2/G1 =T x C.
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Cuando G no contiene elementos loxo-parabdlicos

(ii) El grupo abeliano G5 generado por las transformaciones proyectivas

1 0 1 1 0 1
Gy = 0 e27ri01 0 N 0 e27rz'92 0 ;
0 0 1 0 0 1

donde 61, 5 son niimeros reales fijos.

El DFD de Gj, es el conjunto

D3 = {(21,22) € C* : 0 < Re(z1),Im(z1) < 1}.

Figura 3.3: Dominio fundamental débil para Gs.

La demostracion es similar a la del ejemplo anterior. En efecto, observemos que
cualquier elemento en Gj3 es de la forma

1 0 m +in
gZ’L . gg =10 €2m7ri91 621171'192 0 con m,n € 7.
0 0 1
Es decir,
1 0 m+in
Gs = 0 e2mmify o2nmif; 0 :m,n €Z
0 0 1

El conjunto P2 \ &, e} es naturalmente indentificado con C? por el mapeo
[21: 29 : 1] = (21, 22),
de esta manera, las acciones quedan determinadas como

ga(z1,22) = (2141, it 22),

g5(21,22) = (=1 +1, 202 29).
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Entonces, si (21, 22) € D3 obtenemos que

27rz'(m01 +7L92) 22)

gy - g5(21,22) = (z1 +m +in,e con m,n € Z.

Por lo tanto, si m y n corren sobre los niimero enteros Z, obtenemos que el conjunto
{(21 +m +in, ™M) 1)) 1 (21, 25) € Dy}

cubre a todo C?, es decir, los Gs-trasladados de D5 cubren a todo C2. Por lo tanto,
D3 cumple la condiciéon (i) de DED.

Para probar que D3 cumple la condicion (i7) de DFD, tenemos la misma estrategia.

(1) Demostrar que C*/G3 y T x C son homeomorfos, donde T es la superficie
del toro.

(2) Una vez obtenido el paso anterior, seré suficiente demostrar que la proyeccion
7, dada por w: D3 — T x C es propia.

Paso (1): Sea ¢ : C* - T x C dada por

2miRe(z1) 2milm(z1) ~2
(zl, 22) — <€ € " e2mi(01 Re(21)+02Im(21)) J

La funcién ¢ es una aplicacion abierta, mas atn, ¢ es una aplicaciéon cociente.

Sea ¢ : C* — C? definida por

. . z
2miz1  2mizg 3
(217 22, ZS) = <6 , € ) 62m’(01z1+92z2))
Si Jy es la matriz jacobiana de ¢, entonces
2mie?miz 0 0
Iy = 0 2mie?miz2 0
= ] i 7
—27['Z91Z3 —271'2922:3 1

627ri(91z1+92z2) 627ri(9121+9222) 627ri(9121+0222)

luego det(Jy) = —Am AT # 0 para todo (21, 29, z3) € C3.

e2mi(0121+0222)

Por lo tanto, por el lema [B.I] ¢ es localmente una aplicacion abierta y dado que ¢
es continua, obtenemos que ¢ es una aplicacién abierta.

Sea U = {(Re(z1),Im(z1),23) : 21,23 € C} C C?, si restringimos ¢ al conjunto
U obtenemos que ¢ |g: U — C? es una aplicacion abierta. Asi, como ¢ = ¢ |y,
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concluimos que ¢ es una aplicacion abierta y esto ultimo implica que ¢ es una
aplicacién cociente (ver def. [B.6).

También notemos que

2mi6 2miRe(z14+1) 2milm(z141) >0 2
1 _ mire(z1 milm(z1
p(z1+1e z) = <6 '€ ’ 627ri(61Re(z1+l)+921m(z1+1))>
2716
_ eZﬂi(Re(z1)+1) e27rilm(z1) € ! zo
’ " e2mi(01(Re(21)+1)+02Im(21))
e27‘riRe(z1) 627r7LIm(z1) 22
’ " e2mi(01 Re(21)+021m(z1))
= (21, 22),
analogamente
216!
(Z 44 6271'1'02 > ) 27rzRe(z1+z 27m[m(zl+z) € >z
plar T 2 * o2mi(01 Re(z1+4)+02Im(z1+1))
2716
_ 27rzRe(z1) 27r7, Im(zl)-l—l) e * 2z
7 e2mi(61 Re(z1)+02(Im(21)+1))
_ ( 2miRe(z1) 27erm(z1) 22 )
= (& -
" e2mi(01 Re(z1)+021m(z1))
= (21, 22),

Recordemos que si (21, 22) € C?, entonces todo para todo elemento g € G5 se tiene
que

©(g(21,22)) = ¢(21, 22),

esto se debe a que los elementos de G3 son de la forma:
g(21,22) = g - 95 (21, 22) = (21 + m +in, e2mi(mbitnbz) 2),
donde m,n € Z.

El conjunto cociente C2? /G5 es el conjunto de clases de equivalencias en C? formadas
como sigue:

(21,22) ~a, (21, 29) & g € Gs talque g(z1, 20) = (21, 25).

Observacion 3.4 (21, 22) ~a, (21, 25) < (2, 25) = p(21, 22).
La justificacion es la misma a la del ejemplo anterior.
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Sea p : C* — C?/G3 la aplicacion cociente que va de C? al espacio cociente C?/G3,
entonces por la observacion anterior ¢ es una aplicacion que es constante sobre cada
conjunto p~*([(z1, 22)]), para [(z1, z2)] € C?/Gj3. Por lo tanto, por el teorema [B.3] ¢
induce una aplicacién cociente 1) : C*/G3 — T x C tal que ¢ op = .

(C2

| S

C2/Gy 1.2},.,>'I[‘ x C

Observemos que 1) esta bien definida y ademas es biyectiva, ya que:

_ / / 3 s _ !/ !/
. ()0(21,22) = (:0(21722) implica [21722] = [21722]7
= y por definicién v es sobreyectiva.
De esta forma 1) es una aplicacién cociente biyectiva, es decir, 1 es una aplicaciéon

biyectiva tal que (W) es abierto si, y solo si, W es abierto. Por lo tanto, ¢ es un
homeomorfismo.

Paso (2): Probar que 7 : D3 — T x C es propia.

Sea K; x K5 un compacto en T x C con la topologia producto, entonces por el
teorema[B.5] K X K3 es compacto si, y solo si, K; y K son compactos. Luego como
T x C es un espacio métrico, por el teorema [B.7] cada K; es cerrado y acotado para
1=1,2.

Notemos que 7 es de la forma:

(21, 22) = (m1(21, 22), Ma(21, 22))

donde
m:D3—T y m:D3—C

son las funciones coordenadas de 7. Luego, como 7 es continua entonces m; y mo son
continuas (ver teo. [B.1)).

Un punto (21, 22) esta en 71 (K, X K>) si, y solo si, 7(21, 22) € K; X Ko, esto es, si
y solo si m1(21, 22) € K1 y ma(z1, 29) € K5. Por tanto

7T71<K1 X Kg) = W;l(Kl) N W;l(K2>.
Entonces para demostrar que 7~ (K, x K3) es compacta, serd sufiente demostrar

que W;I(Ki) es compacta para ¢ = 1,2, ya que por el teorema , intersecciéon de
dos conjuntos compactos es compacto.
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En efecto, sea A el subconjunto compacto de C dado por

A={2€C :0< Re(z),Im(z) <1}.

Como

m (21, 22) = (e2m‘Re(z1)’ 627T’i[m(z1)) ’

entonces 7, (K1) esta contenida en A y ademas es cerrada, por lo tanto del teorema
B.4, 7, '(K}) es compacta.

Analogamente

T (Ks) = {(21,22) € D3 : my(21,20) € Ky C C}
. 22
= {(21722) €D o27i(01 Re(z1)+02Im(z1)) €Ky C (C}’

y como K es acotado, entonces existe una bola cerrada B,.(c) de radio r centrada
en ¢, tal que |z — ¢| < r para todo z € K, equivalentemente

)
627ri(91 Re(z1)+02Im(z1

)
627ri(91 Re(z1)+02Im(z1))

5 c‘ <r para todo € Ko,

esto dltimo implica que

2ni(91Re(z1)+921m(21))‘ < r

‘22 —ce

Sea P, la proyeccion de Dj al segundo factor, es decir, Pa(z1,22) = 2 para todo
(Zl, Z2> - Dg.

Si ¢ = ¢erildifie(z))+02Im(21)) " entonces la proyeccion al segundo factor de Ty 1(Kg)

estda acotada por una bola cerrada B,(¢) de radio r y centrada en ¢, asi que
Py(my ' (K2)) C B, (c).

Observemos que B,.(c') es un subconjunto compacto de C, entonces del teorema ,
obtenemos que A x B,(c') es un subconjunto compacto de C2.

No es dificil verificar que 7, '(K>) esta contenida en A x B,(¢), y como ademas es
cerrada, se sigue por el teorema que 7, ' (K3) es compacta.

Por lo tanto, D3 es un DFD para G3.

El espacio cociente D3/G3 es homeomorfo C?/G = T x C.

La demostracion es analoga a la que utilizamos para demostrar que C?/G = T x C.
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T Im C

Figura 3.4: Espacio cociente D3/G3 = T x C.

Sea p |p,: D3 — D3/Gs3, entonces 7 es una aplicacion que es constante sobre cada
conjunto (p |p;) " ([(21, 22)]), para [(21,22)] € D3/Gs. Por lo tanto, por el teorema
, 7 induce una aplicacion cociente p : D3/G3 — C?/G3 tal que pop |p,= 7.

D

p|D3l \

Dg/Gg """""" > C2/G3

p

Como p es biyectiva, pues por definicion es sobreyectiva y ademas, 7([z1, 22]) =
7([21, 25]) implica [z1, z5]) = [2], 25]. Entonces, p es un homeomorfismo. Por lo tanto,

Dg/Ggg(jQ/GggTX(C.

(iii) El grupo abeliano G5 generado por las transformaciones proyectivas

1 01 1 0 ¢ 1 00 1 00
g6_ O 1 O ’g7: 0 ]_ O ,g8: 0 1 1 ,ggz 0 1 1
0 01 0 01 0 01 0 0 1

El DFD de G5, es el conjunto
Ds = {(z1,22) € C* : 0 < Re(21), Re(2) <1, 0 < Im(z), Im(z) < 1}

(ver figura 3.5).

De nueva cuenta, la demostracion es similar a los del ejemplo anterior. En efecto,
tenemos que todo elemento en G5 es de la forma:

1 0 1+
gé-g’?-gé”-g?z 0 1 m+wm]| conk,l,mmnéeZ.
00 1
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10
Gs = 01 m+in| : klmneZ
0 0

Como P2 \ gl, e5 es naturalmente indentificado con C? por el mapeo
[21: 29 : 1] = (21, 22),

las acciones quedan determinadas por

g6(21,22) = (21+1,2),
g7(z1,22) = (2141, 22),
g8(z1,22) = (21,22 + 1),
go(z1,20) = (21,20 +1).

Entonces para (21, 22) € Ds, se sigue que

gé-g?-gg"”-gg(zl,zz) = (z1+ 1+ ik, zo+m+in) con k,l,m,n € Z.

Por lo tanto, si k, [, m y n corren sobre los niimero enteros Z, obtenemos que el
conjunto
{(z1 + 1+ ik, 2o + m+in) : (21,22) € D5}

cubre a todo C?, es decir, los Gs-trasladados de D5 cubren a todo C2. Por lo tanto,
D5 cumple la condicion () de DFD.

Para probar que D; cumple la condiciéon (i7) de DFD, tenemos la misma estrategia.
(1) Demostrar que C?/G5 y T x T son homeomorfos, donde T es la superficie
del toro.

(2) Una vez obtenido el paso anterior, sera suficiente demostrar que la proyeccion
7, dada por w: D5 — T x T es propia.
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Paso (1): Sea ¢ : C* - T x T dada por

2miRe(z1) 2miIm(z1) ,2mwiRe(z2) 271'@'Im(22))

(21, 22) — (e e e e

La funciéon ¢ es una aplicacion abierta, mas atn, ¢ es una aplicaciéon cociente.

Sea ¢ : C* — C* definida por

2miz1 [ 2mize [ 2Wiz3 |, 2Tiz4
(217227'237'24)'_> (6 ) € , € , € )

Si J, es la matriz jacobiana de ¢, entonces

2rie?mia 0 0 0
0 2mie?™i%2 0 0
Jo = 0 0 omiemim o |
0 0 0 2mie?Ti#

luego det(J,) = 16mte?milzit22+23+21) £ () para todo (21, 29, 23, 24) € CL.

Por lo tanto ¢ es localmente una aplicaciéon abierta, y dado que ¢ es continua obten-
emos que ¢ es una aplicacion abierta.

Sea U = {(Re(z1),Im(z1), Re(z), Im(22)) : 21,20 € C} C C* si restringimos ¢
al conjunto U obtenemos que ¢ |y: U — C* es una aplicaciéon abierta. Asf, como
@ = ¢ |u, concluimos que ¢ es una aplicacion abierta, esto ultimo implica que ¢ es
una aplicacion cociente (ver def. [B.6)).

También notemos que

e

90(21 +1+1, z2) _ 2miRe( zl+1+z) 27rzlm(z1+l+z)’ e?mRe(zz)7 e?ﬂzlm(zz))

)

_ <€27rz (Re(z1 +1) 27ri([m(z1)+1) e27riRe(22) 627ri]m(22)>
’
(e ,€

2miRe(z1) 27r7lIm(zl) 2miRe(z2) 627ri]m(z2)>
)

= (21, 22),
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analogamente

e

¢(217 o+ 14+ ’L) _ 2miRe(21) 27erm(z1), eQmRe(zz-‘rl—‘rz)’ eQmIm(zg—‘rl—i—z))

(
_ < p2miRe(z1) 27riIm(zl)’ eZwi(Re(zy)—i—l)’ 627ri(1m(21)+1))
(

2miRe(z1) 27riIm(z1) 2miRe(z2) 2m'1m(22))
e ,€ ,€

= 90(21,22)7

Recordemos que todo elemento g € G5 actiia de la siguiente forma:
g(z1,20) = g - gF - g - g (21, 22) = (21 + | + ik, 2y +m + in),

donde m,n € Z. Entonces si (z1, 2z2) € Ds, se sigue que p(g(21,22)) = ¢(21, 22) para
toda g € Gs.

El conjunto cociente C?/G5 es el conjunto de clases de equivalencias en C? formadas
como sigue:

(21,22) ~a, (21, 25) & Tg € G5 talque g(z1, 20) = (21, 25).

Observacion 3.5 (21, 22) ~a, (21, 25) < (21, 25) = p(z1, 22).
La justificacion es la misma que la del ejemplo (i).

Sea p : C* — C?/G5 una aplicaciéon cociente, entonces por la observacion ante-
rior ¢ es una aplicacion que es constante sobre cada conjunto p~([(z1, 22)]), para
[(21, 22)] € C?/G5. Por lo tanto, por el teorema[B.3] ¢ induce una aplicacién cociente
1 : C?*/G5 — T x C tal que ¢ op = .

(C2

|

(C2/G5 ...... 1.2),.'>’]1" x T

Observemos que v esta bien definida y ademas es biyectiva, pues:

" @(21,22) = (21, 25) implica [z1, 2] = [21, 2],

= v por definicion v es sobreyectiva.
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De esta forma 1 es una aplicacién cociente biyectiva, es decir, 1 es una aplicacion
biyectiva tal que (W) es abierto si, y solo si, W es abierto. Por lo tanto, ¢ es un
homeomorfismo.

Paso (2): Probar que 7 : D5 — T x T es propia.

Sea m : D5 — T x T, notemos que Ds es un conjunto compacto de C2. Ademas,
T x T es un espacio métrico, asi que por el teorema [B.7, un conjunto compacto en
T x T es cerrado y acotado .

De esta forma, sea K un conjunto compacto en T x T, entonces 7~ !(K) es cerrada,
por lo tanto por el teorema 71(K) es un conjunto compacto. Asi, la proyeccion
T es propia.

Por lo tanto, D5 es un DFD para Gs.

El espacio cociente Ds/G5 es homeomorfo C?/G =2 T x T.

T T

Ds/Gs o~ X

Figura 3.6: Espacio cociente D5/G5 = T x T.

La demostracion es andloga a la que utilizamos para demostrar que C?>/G = T x T.

Sea p |p,: D5 — D5/Gs5, entonces 7 es una aplicacién que es constante sobre cada
conjunto (p |p;) " ([(z1,22)]), para [(z1, 22)] € Ds/Gs. Por lo tanto, por el teorema
B.3| 7 induce una aplicacién cociente p : Ds/G5 — C°/G5 tal que pop |p,= .

Ds

] N

D5/G5 """""" > (C2/G5

p

Como p es biyectiva, pues por definicion es sobreyectiva y ademas, 7([z1, 20]) =
7([21, 25]) implica [z1, 23] = [2], 25]. Entonces, p es un homeomorfismo. Por lo tanto,

D5/Gs =2 C?/Gs =T x T.
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Usando la misma estrategia, no fué posible hallar el DFD para las extensiones finitas de
estos ejemplos, es decir, para los grupos G, G4 v Gg dados anteriormente en los ejemplos

BIyB.2

La estrategia no funcioné ya que no se pudo encontrar un espacio métrico que sea
homeomorfa a C?/G; para i = 2,4,6, anteriormente funcionaron los espacios T x C y
T x T, en esta ocasion dichos espacios no funcionaron; especificamente, el espacio Y que
proponiamos en cada caso, implicaba que la funcién ¢ : C?/G; — Y no sea una aplicacion
abierta. Sin embargo, esto no significa que no se pueda encontrar explicitamente un DFD
para los grupos Gs, G4 v Gg, de hecho, los DFD que habiamos propuesto eran una ligera
modificacion de los DFD ya dados.

Por altimo cabe mencionar que la estrategia no se aplico al grupo G (ver ejemplo (3.2)),
debido a que este grupo no es abeliano, pero como habiamos mencionado, esto no significa
nada sobre la existencia y forma de su DFD.

De esta manera damos por concluido este capitulo.






Conclusiones

En este trabajo estudiamos a los subgrupos kleinianos complejos de PGL(3,C) ac-
tuando en P%, tales que su conjunto limite de Kulkarni es igual a una linea. Introduci-
mos el concepto y algunas propiedades del conjunto limite de Kulkarni [I8], una de esas
propiedades garantiza que si un grupo G < PGL(3,C) tiene un subgrupo de indice finito
H, entonces L;(H) = L;(G) parai = 0,1,2,i. e., A(H) = A(G). También analizamos a los
subgrupos de PGL(3,C) que acttan propia y discontinuamente en PZ\¢ donde ¢ = &l eh,
de este anéalizis obtuvimos que dichos subgrupos contienen tinicamente elementos elipticos,
parabolicos 6 loxo-parabdlicos.

Basandonos del articulo One line complex kleinian groups de W. Barrera, A. Cano,
y J.P. Navarrete (ver [7]), dimos una clasificacion de los subgrupos G de PGL(3,C) con
A(G) = 4, esta clasificacion consiste en ver los tipos de elementos que puede tener el
grupo G. De igual forma, también mostramos que si G < PGL(3,C) actia propia y
discontinuamente en PZ\/, entonces el conjunto limite Kulkarni de G es igual a £ o a la
unioén de £y otra linea mas, ésto dependera de los tipos de elementos que contenga GG. Cabe
mecionar que en éstos dos ultimos resultados, hubieron ligeras modificaciones con respecto
a los dados en el articulo de One line complex kleinian groups en el cual nos basamos (ver
[7]). Estas modificaciones son reflejadas en los teoremas [3.1]y [3.1] del capitulo[3del presente
trabajo, y ayudaron a obtener una clasificacion méas concreta de dichos grupos, i.e., una
mejor descripciéon para cada ejemplo de grupo.

De los ejemplos que proporcionamos, inicamente para tres de éstos hallamos su do-
minio fundamental débil (DFD), para los demas ejemplos el método que utilizamos no
funcion6. Sin embargo, esto no significa que no se puedan dar explicitamente dichos do-
minios. En el caso de los dominios fundamentales (DF), no se pudo encontrar alguno que
funcione bien para los ejemplos proporcionados, aunque por otro lado, los DFD que en-
contramos nos dieron una idea de como se comporta la acciéon del grupo en el dominio de
discontinuidad 2, este comportamiento es muy parecido al caso de los grupos kleinianos
clasicos, pues los DFD que encontramos son una extension natural de los ya dados en el
caso clasico.

Para finalizar, solo resta comentar que este trabajo nos ayudo a comprender mejor la
clasificacion dinamica de los grupos kleinianos complejos elementales con A(G) = ¢. Por
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lo cual, todavia faltan muchos grupos por analizar, asi que unos proyectos a futuro seria
tratar de dar una clasificacion tipo Maskit de los grupos kleinianos complejos elementales,
lo cual también incluiria tratar de encontrar los respectivos dominios fundamentales y
dominios fundamentales débiles.



Apéndice A
(GGeometria de grupos

En este apéndice repasamos algunos conceptos bésicos de geometria euclidiana, entre
estos, a los grupos discretos euclidianos. Posteriormente, enunciamos el teorema el
cual nos fué de gran ayuda, ya que proporciona condiciones necesarias y suficientes para
que todo subgrupo G del grupo de isometrias euclidianas, sea un subgrupo discreto . Todo
el contenido es tomado del libro Foundations of Hyperbolic Manifolds de J.G. Ratcliffe
(ver [21]).

A.1. El n-espacio euclidiano

El modelo analitco estandar para la geometria euclidiana de dimension n es el espacio
vectorial real R"”. Sean x y y vectores en R"™. El producto interno euclidiano de x y y es
definido por el niimero real

Ty =Tyt Tnlne

Definicion A.1 Una métrica en un conjunto X es una funcion d : X x X — R tal que
para toda z,y € X,

(1) d(z,y) > 0 (no negativa);
(2) d(z,y) = 0si, y s6lo si, z = y (no degenerada);
(3) d(z,y) = d(y,x) (simétrica); y
(4) d(

4) d(x,z) < d(z,y) + d(y, z) (desigualdad del tridangulo).

Definicion A.2 Un espacio métrico es un conjunto X con una métrica d en X.

83
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Definicion A.3 Sea X un espacio métrico con una métrica d. Un subconjunto A de X
se dice que estd acotado si existe algin nimero M tal que

d(&l, CLQ) S M

para todo par ay,as de puntos de A.

Denotaremos por E™ al espacio métrico euclidiano de dimension n, el cual consiste de
R"™ con la métrica euclidiana dg, donde

dg(z,y) = |t —y| = ((x1 —y1)> + - + (Tn — yn)?)/?

para todo z,y € R".

Un elemento de un espacio métrico es llamado un punto. Sea X un espacio métrico
con la métrica d. La bola abierta de radio » > 0, centrada en el punto a de X, es definida
por el conjunto

By(a) ={z € X : d(a,z) <r}.

La bola cerrada de radio r > 0, centrada en el punto a de X, es definida por el conjunto
B.(a)={r € X : d(a,r) <r}.

Un subconjunto U de X es un abierto en X si, y solo si, para cada punto x de U, existe
un r > 0 tal que B,(z) C U. En particular, si S es un subconjunto de X y r > 0, entonces
la r-vecindad de S en X, se define por

N:(8) =U{B:(z) : = € 5},

es un abierto en X.

La coleccién de todos los subconjuntos abiertos de un espacio métrico X es una
topologia en X, llamada la topologia métrica de X. La topologia de E™ es llamada la
topologia euclidiana de R™.

Una funcion f: X — Y entre espacios métricos preserva distancia si, y s6lo si

dy (f(x), f(y)) = dx(x,y) para toda z,y € X.

Definicion A.4 Una isometria de un espacio métrico X a un espacio métrico Y es una
funcién biyectiva f : X — Y, tal que f preserva distancia.
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Ejemplo A.1 Sea a un punto de E". La funcién T, : E™ — E", definida por la férmula
Tu(z) =a+x,

es llamada la traslacion de E™ por a. La funcién T, es una isometria, ya que T, es una
biyecciéon con inversa T, y

de (To(2), Tu(y)) = [Tu(z) = Tu(y)| = |(a + x) — (a + y)| = |z — y| = dp(z,y).

El conjunto de isometrias de un espacio métrico X sobre si mismo, junto con la com-
posicion de funciones, forman un grupo I(X), llamado el grupo de isometrias de X. De
esta forma, I(E™) el grupo de isometrias euclidianas.

Definicion A.5 Una funciéon f : R™ — R” es una transformacion ortogonal si, y so6lo si,

f(z)- f(y) = z -y para todo z,y € R".

Una matriz real A, «, se dice que es ortogonal si, y sélo si, la transformacion asociada
A R" — R" definida por A(x) = Az, es ortogonal. El conjunto de todas las matrices
ortogonales de n X n junto con la multiplicacién matricial forman un grupo O(n), llamado
el grupo de matrices ortogonales de n X n.

Definicién A.6 Un m-plano de E™ es un coseto a + V' de un subespacio vectorial V' de
R"™ de dimensién m.

El complemento ortogonal de un subespacio vectorial V' de R™ de dimensiéon m es
definido por el siguiente conjunto

Vi={zeR" : z-y=0paratodoy € V}.

A.2. Isometrias del espacio hiperbélico

A.2.1. Grupos topologicos

Sean z y w vectores en C". El producto interno hermitiano de z y w es definido como
el niimero complejo
Z2XW =2 W1 + -+ 2,W,,

donde una barra denota la conjugacion compleja. La norma hermitiana de un vector
z € O™ es definida por el niimero real
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La norma hermitiana determina una métrica en C", dicha métrica esta dada por
de = |z — w|.
El espacio métrico que consiste de C™ con la métrica d¢ es llamado el n-espacio com-

plejo.

Definicion A.7 Un grupo topoldgico es un grupo G que es también un espacio topologico
tal que la multiplicacion (g, h) — gh y la inversién g — ¢g~! en G son funciones continuas.
Algunos ejemplos de grupos topololicos son:

1) El n—espacio real R con la suma de vectores.

2) El n—espacio complejo C" con la suma de vectores.

(1)

(2)

(3) Los nimeros positivos reales R, con la multiplicacion.

(4) El circulo unitario S' en el plano complejo con la multiplicacion compleja.
(5)

5) Los ntmeros complejos diferentes de cero C* con la multiplicaciéon compleja.

Definicion A.8 Dos grupos topologicos G 'y H son grupos topoldgicos isomorfos si, y solo
si, existe un isomorfismo ¢ : G — H que también es un homeomorfimo.

Sea GL(n, C) el conjunto de todas las matrices invertibles complejas de n x n. Entonces
GL(n,C) es un grupo con la multiplicacién de matrices y es llamado el grupo lineal general
de matrices complejas de n x n.

La norma de una matriz compleja A = (a;;) de n X n se define como el nimero real

" 1/2
Al = (Z |%‘|2) :

1,j=1

Esta norma determina una métrica en GL(n,C) en la forma usual,
d(A,B) =|A— B|.

Note que ésta es justamente la métrica euclidiana en GL(n,C) considerada como un
subconjunto de C*°. Por esta razon, llamamos a d la métrica euclidiana en GL(n, C).

Teorema A.1 El grupo lineal generl GL(n,C), con la topologia métrica reducida por la
norma hermitiana, es un grupo topologico.
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Todo subgrupo H de un grupo topoldgico es un grupo topologico con la topologia
subespacio. Por lo tanto, cada uno de los siguientes subgrupos de GL(n,C) es un grupo
topologico con la topologia métrica euclidiana:

(1) El grupo lineal especial SL(n,C) de todas las matrices complejas de n x n con
determinante igual a uno.

(2) El grupo lineal general GL(n,R) de todas las matrices invertibles de n x n.

(3) El grupo lineal especial SL(n,R) de todas las matrices reales de n x n con determi-
nante igual a uno.

(4) El grupo ortogonal O(n).
Una matriz compleja A de n X n, es unitaria si, y solo si,
(Az) * (Aw) = zxw

para todo z,w en C". El conjunto de todas la matrices unitarias en GL(n,C) forman
un subgrupo U(n), llamado el grupo unitario de matrices complejas de n x n. Una matriz
unitaria es real si, y solo si, es ortogonal. De esta forma O(n) es un subgrupo de U(n).

A.2.2. Grupos discretos

Definicion A.9 Un grupo discreto es un grupo topologico tal que todos sus puntos son
abiertos.

Lema A.1 Si G es un subgrupo topologico, entonces GG es discreto si, y solo si, el elemento
neutro de G denotado por {15}, es un abierto en G

Demostracion: Si G es discreto, entonces {1} es abierto. Reciprocamente, supongamos
que {1} es abierto. Sea g en G. Entonces la multiplicacion izquierda por g es un homeo-
morfismo de G. Por lo tanto g{1g} = {g} es un abierto en G.

O

Todo grupo G se puede convertir en un grupo discreto G dando la topologia discreta.
Por lo tanto, la topologia de un grupo discreto no es muy interesante. Lo que es interesante
es el estudio de los subgrupos discretos de un grupo continuo como R"™ 6 GL(n, C). Estos
son algunos ejemplos de subgrupos discretos de grupos continuos conocidos:

(1) Los enteros Z como un subgrupo discreto de R.

(2) Los enteros Gausianos Z[i| = {m +in : m,n € Z} son un subgrupo discreto de C.
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(3) El conjunto {k™ : n € Z} es un subgrupo discreto de R, para cada k > 0.

(4) El grupo de las raices n—ésimas de la unidad {e®*™/™) . m =0,1,...,n—1} es un
subgrupo discreto de S! para cada entero n.

(5) El conjunto {k" : n € Z} es un subgrupo discreto de C* para cada k en C*\S'.

Lema A.2 Un espacio métrico X es discreto si, y solo si, cada sucesion convergente {x,, }
en X es eventualmente constante.

Lema A.3 Si GG es un grupo topoldgico con una topologia métrica, entonces cada sub-
grupo discreto de G es cerrado en G.

Teorema A.2 Un subgrupo G de U(n) es discreto si, y solo si, G es finito.

Demostracion: Si G es finito, se sigue inmediatamente que G es discreto. Reciproca-
mente, supongamos que G es discreto. Entonces por el lema , G es cerrado en U(n).
Por lo tanto G es compacto, ya que U(n) es compacto. Como G es discreto, G debe ser
finito.

O

Teorema A.3 Un subgrupo G de R™ es discreto si, y solo si, G es generado por un
conjunto de vectores linealmente independientes.

Definicion A.10 Una reticula de R™ es un subgrupo generado por n vectores linealmente
independientes de R".

Corolario A.1 Cada reticula de R"™ es un subgrupo discreto de R".

Definicion A.11 Un grupo G actia discontinuamente en un espacio topologico X si, y
solo si, G actia en X y para cada subconjunto compacto K de X, el conjunto K NgK # ()
Unicamente para un numero finito de g en G.

Teorema A.4 Sea X un espacio métrico compacto finito. Entonces un grupo G de isometrias
de X es discreto si, y solo si, G es discontinuo.
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A.2.3. Grupos euclidianos discretos

Definicion A.12 Una isometria f de E™ es eliptica si, y solo si, f fija un punto de E™;
en otro caso f es parabolico.

Cada elemento de f de I(E"™) es de la forma f(z) =a+ Az con aen E" y A en O(n).
Por comodidad escribiremos simplemente f = a + A.

Sea A una matriz real de n x n. El operador normal de A es definido por
[|A|| = sup{|Az| : x € S"'}.
Si Ay B son matrices reales de n X n y si x es un punto de E", entonces
(1) [Az| < [[A]]],
(2) [[ABI[ < [IA[l|BII;
3) [[A+ B[ < [|Al[ +[|B]l;
si B es ortogonal, entonces
(4) [[BA]| = [|A]l = [|AB],
(5) [|BAB™! —I|| = ||A—I]|.
La norma operador determina una métrica d en O(n) definida por
d(A,B) =||A - B||.

Lema A.4 Sea G un subgrupo discreto de I(E™) y sean gy = a+ Ay g2 = b+ B ambos
en G.Si||A—1I||<1/2y ||B—1I|| <+2. Entonces Ay B conmutan.

Lema A.5 Sea G un subgrupo discreto de I(E™) y sean ¢y =a+ Ay go =b+ B en G,
con |[|[A—-1I|| <1y ||B—1|| <1.Si Ay B conmutan, entonces ¢g; y g» conmutan.

Lema A.6 Sea G un subgrupo de I(E") y para cada r > 0, sea
Gr=(a+A €G:||A-T]|<r),

y sea k,(r) el nimero maximo de elementos de O(n) con distancias mutuas de almenos r
con respecto a la métrica d(A, B) = ||A — B||. Entonces G, es un subgrupo normal de G
y |G : G,] < k,(r) para cada r > 0.
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Teorema A.5 Sea G un subgrupo discreto de I(E™). Entonces G tiene un subgrupo
normal abeliano N de indice finito que contiene todas las traslaciones en G y el indice de
N en G esta acotado por un nimero que depende tinicamente de n.

Demostracion: Sea N = G 1. Entonces por el lema [A.6| tenemos que N es un subgrupo
normal de G con [G : N] < k,(1/2); ademaés, por los lemas y N es abeliano.

Claramente N contiene cada traslacion en G.

O

Definiciéon A.13 Sea G un grupo que actia en un conjunto X.

(1) Un elemento g de G actua trivialmente en X si, y solo si, gr = x para toda x en X.

(2) El grupo G actta trivialmente en X si, y solo si, cada elemento de G actua trivial-
mente en X.

(3) El grupo G actua efectivamente en X si, y solo si, el elemento neutro 14 es el tnico
elemento de GG que actua trivialmente en X.

Teorema A.6 Sea G un subgrupo abeliano discreto de I(E™). Entonces existen subgrupos
H y K de G y un m—plano P de E™ tal que

(1) el grupo G tiene la descomposicion en suma directa G = K & H;
(2) el grupo K es finito y actua trivialmente en P;y

(3) el grupo H es abeliano libre de rango m y acttia efectivamente en P como un grupo
discreto de traslaciones.

Demostracion: La prueba es por inducciéon sobre la dimension n. No es dificil verificar
que el teorema se satisface cuando n = 0. Supongamos que n > 0 y que el teorema es
verdadero para todas las dimensiones menores que n. Elijjamos g1 = a + A en G de tal
manera que la dimension del espacio vectorial V' de todos los vectores en E™ fijados por
A, sea la mas pequena posible. Si V' = E", entonces GG es un grupo de traslaciones y el
teorema es valido para GG por el teorema con H = G y P el espacio vectorial generado
por la orbita Gy = {0}.

Ahora supongamos que dim V < n. Conjungando G por una traslacién, podemos
suponer que A fija a. Sea go = b+ B en GG. Entonces

l91,92] = 919201 92!
= g19201 (=B7'b+B7)
= ggp(—Aa—AT'B o+ AT'BTY
= gi(b—BA'a— BA'B7'b+ BAT'B™)
= a+Ab— ABA'a— ABA'B b+ ABA™'B™)
— (A—Db+ (I —Bla+1.
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Por lo tanto (A — I)b+ (I — B)a = 0. Como A y B conmutan, B(V) = V y asi
(B—1I)(V) C V. De la ecuacion

(B —I)a=(A— I,

deducimos que (B — I)a esta en VN W = {0} (W es el espacio vectorial de todos
los vectores en E™ fijados por B). Por lo tanto B fija a y A fija b. Asi b estd en V. En
consecuencia gs, y por lo tanto GG, dejan invariante a V.

Conjugando el grupo G por una rotacién apropiada, podemos suponer que V = E* con
k < n. Sea G el subgrupo de I(E*) obtenido mediante la restrinccion de las isometrias en
G,y sea p: G — G la restriccién homomorfismo. El kernel de p es un subgrupo discreto
de O(n) y por lo tanto por el teorema es finito. Como G actia discontinuamente en
E*. el grupo G también lo hace y por lo tanto es discreto.

Por la hipotesis de induccién, existen subgrupos H y K de G, y un m—plano P de E*
tal que:

(1) G=Ka®H,
(2) K es finito y acttia trivialmente en P,y

(3) H es abeliano libre de rango m y actiia efectivamente en P como un grupo discreto
de traslaciones.

Sea K = p~'(K). Entonces K es un subgrupo finito de G, y K actiia trivialmente en
P. Ademas, existe una sucesion exacta

l¢c - K—-G— H— 1.

La sucesion se divide, ya que H es abeliano libre. Por lo tanto, existe un subgrupo H
de G tal que G = K & H y p manda bajo isomorfismo a H en H. De esta forma H es
abeliano libre de rango m y H actia efectivamente en P como un subgrupo discreto de

traslaciones. Esto completa la induccién.
O

Definiciéon A.14 Un subgrupo reticula G de I(E™) es un grupo G generado por n trasla-
ciones linealmente independientes.

Corolario A.2 Unsubgrupo G de I(E™) es un subgrupo reticula si, y solo si, G es discreto
y abeliano libre de rango n.

Lema A.7 Sea H un subgrupo de indice finito en un grupo topolégico GG con una topologia
métrica. Si H es discreto, entonces G es discreto.
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Demostraciéon: Supongamos que H es discreto. Entonces por el lema H es cerrado.
Como H es de indice finito en G, existen elementos g1, ..., g, en G, con g; = 1, tal que

G=¢gpHU---g,H.

Por lo tanto, tenemos
H=G—-—g¢pHU---Ug,H.

Como cada coseto g;H es cerrado en G, tenemos que H es abierto en G. Como {14}
es abierto en H, entonces {1} es abierto en G. Asi G es discreto.
O

El siguiente teorema se sigue inmediatamente de los teoremas y y del lema
A7

Teorema A.7 Sea G un subgrupo de I(E™). Entonces G es discreto si, y solo si, G tiene
un subgrupo abeliano libre H de rango m y de indice finito tal que H actta efectivamente
sobre un m—plano P de E™ como un grupo discreto de traslaciones.



Apéndice B
Teoremas importantes

En este apéndice enunciamos algunas definiciones y teoremas que utilizamos durante el
desarrollo de la tesis. La mayor parte del contenido de la secciéon de topologia fué tomada
del libro de Munkres [22], en la seccion de grupos kleinianos las citas fueron tomadas de
[25] v [9]. Por su parte, el contenido de la seccion de grupos de Lie fué tomada de [I3] y
de [12]. Cabe mencionar que no incluiremos las demostraciones de la gran mayoria de los
teoremas, éstos pueden consultarse en sus respectivas referencias.

B.1. Topologia

En esta seccion daremos algunos resultados de topologia y variable compleja, que se
utilizaron para hallar los dominios fundamentales débiles de algunos ejemplos dados en la

seccion [3.4]

Definicion B.1 Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion J de subconjuntos
de X con las siguientes propiedades:

(1) Dy X estan en J.
(2) La unién de los elementos de cualquier subcoleccion de J esta en J.

(3) La interseccion de los elementos de cualquier subcoleccion finita de J esta en J.
Un conjunto X para el que se ha definido una topologia se llama espacio topoldgico.

Hablando con propiedad, un espacio topolégico es un par ordenado (X, ), formado
por un conjunto X y una topologia [J sobre X, pero a menudo omitiremos hacer menciéon
especifica de J si no existe confusion.

Si X es un espacio topologico con una topologia J, diremos que un subconjunto U de
X es un conjunto abierto de X si U pertenece a la coleccion J, de esta forma () y X son
conjuntos abiertos.

93
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Un subconjunto A de un espacio topologico X se dice que es cerrado si el conjunto
X — A es abierto.

Definicion B.2 Si X es un conjunto, una base para una topologia sobre X es una colec-
cion B de subconjuntos de X (llamados elementos bdsicos) tales que:

(1) Para cada € X, hay al menos un elemento basico B que contiene a x.

(2) Si = pertenece a la interseccion de dos elementos bésicos By y Bs, entonces existe
un elemento basico Bz que contiene a x y tal que By C By U Bs.

Definicion B.3 Sean X e Y espacios topologicos. La topologia producto sobre X X Y es
la topologia que tiene como base la coleccion B de todos los conjuntos de la forma U x V',
donde U es un subconjunto abierto de X y V' es un subconjunto abierto de Y.

Teorema B.1 (Aplicaciones en productos). Sea f : A — X x Y dada por la ecuacion
f(a) = (fi(a), fa(a)).
Entonces f es continua si, y so6lo si, las funciones
fi: A=>X y fo:A=>Y

son continuas. Las aplicaciones f; y fo se llaman funciones coordenadas de f.

Definicion B.4 Sea X un espacio topolégico con topologia J. Si Y es un subconjunto
de X, la coleccion

jy:{YUUUej}

es una topologia sobre Y, denominada topologia de subespacio 6 topologia relativa. Con
esta topologia, Y se denomina subespacio de X; sus conjuntos abiertos son todas las
intersecciones de conjuntos abiertos de X con Y.

Sean X e Y espacios topologicos. Una funcion f : X — Y se dice que es continua si
para cada subconjunto abierto V de Y, el conjunto f~'(V') es un subconjunto abierto de

X.

Definicion B.5 Sean X e Y espacios topologicos; sea f : X — Y una biyeccion. Si la

funcion f y la funciéon inversa
iy - X

son ambas continuas, entonces f se dice que es un homeomorfismo.
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Otro modo de definir un homeomorfismo es decir que es una correspondencia biyectiva
f: X =Y tal que f(U) es abierto si, y solo si, U es abierto.

Definicién B.6 Sean X e Y espacios topologicos y sea p : X — Y una aplicacion so-
breyectiva. La aplicacion p se dice que es una aplicacion cociente siempre que un subcon-
junto U de Y es abierto en Y si, y s6lo si, p~!(U) es abierto en X.

Dos clases especiales de aplicaciones cociente son las aplicaciones abiertas y las aplica-
ciones cerradas. Recordemos que una aplicacion f : X — Y se dice que es una aplicacion
abierta (aplicacion cerrada) si para cada conjunto abierto(cerrado) U de X, el conjunto
f(U) es abierto (cerrado). Se sigue inmediatamente de la definicion que si p: X — Y es
una aplicaciéon continua sobreyectiva que es abierta 6 cerrada, entonces p es una aplicacion
cociente.

Definicion B.7 Si X es un espacio, A un conjunto y p : X — A es una aplicacion
sobreyectiva, entonces existe exactamente una topologia 7 sobre A relativa a la cual p es
una aplicacién cociente; se denomina topologia cociente inducida por p.

Definicion B.8 Sea X un espacio topologico y sea X* una particion de X en subconjuntos
disjuntos cuya union es X. Sea p : X — X* la aplicacion sobreyectiva que lleva cada punto
de X al elemento de X* que lo contiene. En la topologia cociente inducida por p, el espacio
X* se denomina espacio cociente de X.

Dado X*, hay una relacion de equivalencia sobre X en la que los elementos de X* son
las clases de equivalencia. Se puede pensar en X* como obtenido al “identificar” cada par
de puntos equivalentes. Por este motivo, el espacio cociente X* se denomina a menudo
espacio de identificacion, o espacio de descomposicion, del espacio X.

Teorema B.2 (ver [10]) Sea G un grupo de homeomorfismos de X en si mismo. Si X
actia en GG, entonces, la proyeccion canoénica 7 : X — X /G es una aplicacion abierta.

Demostracion: Sea U un conjunto abierto en X y consideremos 7 (7 (U)).
T x(U)) = {ze€X :7(z)en(U)}
= {z € X : G(zr)=G(y) para algin y € U}
= {x € X : z=yg(y) para algin y € U, y algtin g € G}
= {r € X : zeg(U) para algin g € G}

= oo

geG

La accion de cada g € G es un homeomorfismo, por lo que si U es abierto también lo
es 7 (m(U)), y, por lo tanto, m(U) es abierto en X/G.
!
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Teorema B.3 Sea p: X — Y una aplicacién cociente. Sea Z un espacioy sea g : X — Z
una aplicaciéon que es constante sobre cada conjunto p~*({y}), para y € Y. Entonces g
induce una aplicacion f : Y — Z tal que f o p = g. La aplicaciéon inducida f es continua
si, y s6lo si, g es continua; f es una aplicaciéon cociente si, y s6lo si, g es una aplicaciéon
cociente.

X
NS

P

Yo Z

Demostracién: Para cada y € Y, el conjunto g (p~!({y})) es un conjunto unipuntual en
Z (puesto que g es constante sobre p~'({y})). Si denotamos por f(y) a este punto, entonces
hemos definido una aplicacion f : Y — Z tal que para cada x € X, f(p(z)) = g(z). Si f es
continua, entonces g = f o p es continua. Reciprocamente, supongamos que g es continua.
Dado un conjunto abierto V de Z, g~ (V) es abierto en X. Pero ¢g7(V) = p~ 1 (f~1(V));
como p es una aplicaciéon cociente, se sigue que f~'(V) es abierto en Y. De aqui, f es
continua.

Si f es una aplicacién cociente, entonces g es la composiciéon de dos aplicaciones co-
ciente y es asi una aplicacion cociente. Reciprocamente, supongamos que g es una apli-
cacion cociente. Puesto que g es sobreyectiva, también lo es f. Sea V un subconjunto
de Z; probaremos que V es abierto en Z si f~}(V) es abierto en Y. Ahora el conjunto
p 1 (f71(V)) es abierto en X por que p es continua. Puesto que este conjunto es igual a
g 1(V), este tltimo es abierto en X. Entonces, como ¢ es una aplicaciéon cociente, V' es
abierto en Z.

O

Definicion B.9 Una coleccion A de subconjuntos del espacio X se dice que cubre X, 6
que es una cubierta de X, si la union de los elementos de A coincide con X. Se dice que
A es una cubierta abierta de X si es una cubierta de X formado por conjuntos abiertos
de X.

Definicion B.10 Un espacio se dice que es compacto si de cada cubierta abierta A de X
podemos extraer una subcoleccion finita que también cubre X.

Teorema B.4 Todo subconjunto cerrado de un espacio compacto es compacto [16].

Teorema B.5 Sean X e Y espacios topoldgicos. X X Y es compacto si, y s6lo si, X e Y
lo son [16].

Definicién B.11 Un espacio X se dice que es localmente compacto, si para cada punto
x € X existe un subespacio compacto C' de X que contiene una vecindad de z.
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Definicién B.12 Un espacio topologico X se denomina espacio de Hausdorff si para cada
x1, s de puntos distintos de X, existen abiertos U; y Us de x1 y 2, respectivamente, que
son disjuntos.

Denotaremos por C(X,Y) al conjunto de todas las aplicaciones continuas de un espacio
X en un espacio métrico Y. El concepto de espacio métrico fué introducido al inicio del
apéndice anterior.

Definicion B.13 Sean X e Y espacio topologicos. Si C' es un subespacio compacto de X
y U es un subconjunto abierto de Y, definimos

S(CU)={f: feCX,Y)y f(C) CU}.

Los conjuntos S(C,U) conforman una subbase para una topologia sobre C(X,Y’) que se
conoce como topologia compacto-abierta

Enseguida mencionaremos algunos resultados con respecto a los espacios métricos.

Teorema B.6 Sea X un espacio métrico, si A y B son subconjuntos compactos de X,
entonces A N B es compacto.

Teorema B.7 Sea K un subconjunto compacto de un espacio métrico X. Entonces K es
cerrado y acotado [2].

Proposicion B.1 Un subconjunto de R 6 de C es compacto si, y solo si, es cerrado y
acotado [1].

Definicion B.14 Sea () un conjunto abierto en C™ y f una funciéon compleja valuada
definida en €2. Decimos que f es holomorfa en €2, si para cada punto p € () existe una
correspondiente vecindad U y una serie de potencias

Z Ca(Z —p)a = Z Cal...an(zl — pl)al . (zn _ pn)an

aeNn aty...,an >0

el cual converge a f(z) para z € U [23].

Lema B.1 SeaQ C C"y f: Q — C" una funcion holomorfa. Supongamos que det(.Jy), #
0 para alguna p € €. Entonces existen vecindades U de p y V de f(p), tal que f(U) C V
y [ |u es un isormorfismo anélitico sobre V' [23].
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B.2. Grupos kleinianos complejos

B.2.1. Clasificacion de los elementos de PSL(3,C)

En esta subseccién enunciaremos el teorema de la clasificacion de los elementos de
PSL(3,C) segin su traza. Para esto, veamos las siguientes definiciones:

Denotaremos por C3 = {w,w? 1} C C al conjunto de las rafces ctubicas de la unidad,
y por 3Cj3 al conjunto {3w, 3w?, 3}.

Definicion B.15 Una 3-esfera en P% es cualquier trasladado por un elemento de PSL(3, C)
del conjunto difeomorfo a una 3-esfera dado por

T ={[z1:20: 23] €P2&: |z1|* + |22|* — |23]* = 0}.
Observemos que la familia de 3-esferas
T(r)={[z1: 20 : 23) € P21 |21]* + |22)® = r|zs*}, 7 > 0,
constituye una foliacion de PZ \ (m Ues), donde
ees={lz1: 223 €PL: 23 =0} yes=[0:0:1].

Si h € PSL(3,C), entonces la familia de 3-esferas dada por h(7'(r)),r > 0 también
constituye una foliacion de P% \ (h(1,€3) U h(es)).

Definicién B.16 Diremos que una transformacion g € PSL(3,C) es eliptica si preserva
cada una de las hojas de alguna foliacién por 3-esferas de las antes mencionadas, en otras
palabras, g € PSL(3, C) es eliptica si, y solo si, existe h € PSL(3, C) tal que h='gh(T'(r)) =
T'(r) para cada r > 0.

Definicion B.17 La transformacion g € PSL(3,C) se llama parabélica si existe una
familia de 3-esferas invariantes bajo g, T,, r € R, y un punto fijo de g, el cual denotamos
mediante [z]; , que satisfacen las siguientes propiedades:

i) Para cada par de elementos diferentes ry,ry € R,
T, N1, = {[Z]f}

ii) A(g) es una linea.

iii) Ademaés,

Pz — | J (T \ {[zls}) = Alg).

reR
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Definiciéon B.18 La transformacion parabolica g € PSL(3,C) se llama:

i) Unipotente, si se tiene un levantamiento g € SL(3, C) tal que cada valor propio de
g es igual a 1.

ii) Elipto-parabdlico, si no es unipotente. Decimos que ¢ es racional (respectiva-
mente irracional) si g tiene un levantamiento tal que el cociente de los dos valores
propios diferentes es igual a €*™® con x racional (respectivamente irracional).

Observemos que el elemento g € PSL(3,C) es parabdlico si, y solo si, g tiene un
levantamiento g € SL que no es diagonalizable y todos sus valores propios tienen modulo
igual a 1.

Definicion B.19 Un elemento g € PSL(3,C) se llama loxodrémico, si existe una 3-
esfera W en P2, tal que g(W UX;) C X, para algin ¢ = 1,2 ; donde X; y X, son las
componentes conexas de PZ \ V.

Definicién B.20 Un elemento g € PSL(3,C) se llama loxo-parabélico, si tiene un
levantamiento que es conjugado de una matriz de la forma

A 100
0 X 0],
0 0 X

donde || # |Aa].

Definicién B.21 Una homotecia compleja es un elemento de PSL(3,C) que tiene un
levantamiento que es conjugado de una matriz de la forma

A0 0
g= 0 )‘1 0 )
0 0 X

donde |A;| # |[A2]. Un tornillo racional (resp. irracional) es una funcién de PSL(3, C)
que no es una homotecia compleja y tiene un levantamiento que es conjugado de una
matriz de la forma

A 00
g=10 X 0],
0 0 X3

donde |A1| = |Aa| # | N3], [M1]/ A2 = €¥™@ con x € Q (resp. x € R\Q).

Observemos que una homotecia compleja y un tornillo son transformaciones loxodrémi-
cas.
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Definiciéon B.22 Una transformacion g se llama fuertemente loxodrdémica si existen
dos 3-esferas en P2, T y T tales que

(1) g(T™ U B)) C By,
(2) g (TP UBy) C By, y
(3) BiN By =10,

donde B;, i = 1,2 es la componente conexa de P% \ T® que es difeomorfa a una bola
abierta en C2.
Teorema B.8 (ver [25])

(i) Toda transformacion de PSL(3, C) resulta ser de uno y solo uno de los tipos definidos
anteriormente: eliptica, parabdlica o loxodrémica.

(ii) Una transformacion eliptica es de uno y solo uno de los siguientes dos tipos:

» regular(si tiene un levantamiento tal que todos sus valores propios son difer-
entes)

» 0 bien conjugada de una reflexién compleja (tiene un levantamiento tal que dos
valores propios son iguales).

(iii) Una transformacion parabolica es de uno y sélo uno de los siguientes dos tipos:

» unipotente (tiene un levantamiento tal que todos sus valores propios son iguales
al),o

= clipto-parabolica (no es unipotente).

(iv) Una transformacion loxodromica es de uno y solo uno de los siguientes cuatro tipos:
loxo-parabdlica, homotecia compleja, tornillo o fuertemente loxodrémica.

Antes de enunciar el teorema de clasificacion, veamos las siguientes terminologias: Una
transformacion loxodrémica regular sera una transformacion loxodrémica que tiene un
levantamiento tal que todos sus valores propios son diferentes. Las transformaciones fuerte-
mente loxodrémicas y los tornillos son, precisamente, las transformaciones loxodrémicas
regulares.

Diremos que una transformaciéon loxodrémica es hiperbélica compleja, si preserva
una 3-esfera. Asi que una transformacion hiperboélica compleja es necesariamente fuerte-
mente loxodrémica, pero no todas las transformaciones fuertemente loxodrémicas son
hiperbélicas complejas.

Denotaremos por 7(g) a la traza de g € SL(3,C), donde g es un levantamiento de
g € PSL(3,C).

Acontinuacion presentamos el Teorema de la Clasificacion.
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Teorema B.9 (ver [25]) Sea F(z,y) = 2%y? — 4(23 + ¢®) + 18zy — 27 € Clz,y|, y g €
SL(3,C). Supongamos que g es la transformacion de PSL(3, C) inducida por g.

(i) g es una transformacion eliptica regular si, y sélosi, 7(g) = 7(g™') y F (T(g), T(g)> <
0.

(ii) g es hiperbolica compleja (es loxodromica y preserva una 3-esfera ) si, y solo si,
re) =7(g7") vy F (r(2). 7)) > 0.

(iii) g es elipto-parabolico si, y solo si, 7(g) = 7(g™1), F (T(g),T(g)) =0,7(g) ¢ 3Cs,y
g no es eliptica.

(iv) g es conjugada de una reflecion compeja si, y solo si, g es eliptica, 7(g) ¢ 3Cs,
&) = e v F (r(e). 7(8)) = 0.

(v) g es una transformacién parabdlica unipotente si, y solo si, 7(g) € 3C3, 7(g) = 7(g™)
y g no es la identidad.

(vi) g es loxodrémico regular pero no hiperbolico complejo si, y sélo si, 7(g) # 7(g™!) y

F(r(g),7(g")) #0.

(vii) g es una homotecia compleja si, y solo si, g es diagonalizable, 7(g) # 7(g7') v
F(r(g),m(g7")) = 0.

(viii) g es loxo-parabdlico si, y solo si, 7(g) # 7(g™'), F(7(g),7(g™")) = 0 y 7(g) no es
diagonalizable.

Otro resultado importante, es el siguiente (ver pag. 44 de [9]).

Proposicion B.2 Sea G C PSL(3,C) un subgrupo discreto. Entonces G es finito si, y
sOlo si, cada elemento en G tiene orden finito.

B.3. Grupos de Lie

En esta seccion introduciremos el concepto de grupo de Lie y presentaremos a manera
de ejemplo, el grupo de Heisenberg real de dimensién 3 , denotado por Hs.



102 APENDICE B. TEOREMAS IMPORTANTES

B.3.1. Variedades complejas

La defincion de variedad compleja, puede extenderse de la definicion de variedad difer-
enciable, tan solo pidiendo que el atlas en la variedad tenga cambios de coordenadas
holomorfos, es decir,

Definicion B.23 Una variedad compleja de dimension n, es un espacio Hausdorff donde
existe una familia {(U;, ¢;)} tal que:

» U; es un abierto de M y |JU;, = M.
= ¢; es un homomorfismo de U; en un abierto de C".

» SiU;NU; # 0, el mapeo ¢; 0 ¢; : ¢:(U; NU;) — ¢;(U; N U;) es un biholomorfismo.

Para comprender mejor el concepto de variedad compleja, veamos el concepto de es-
tructura compleja.

Definicion B.24 Una estructura compleja para un R-espacio vectorial V| es un endomor-
fismo lineal de V, digamos J, tal que J? = —Idy .

Cabe mencionar, que si un R-espacio vectorial V', tiene una estructura compleja J,
bajo la multiplicacion escalar

(a+ib)v =av+bJv, veV,

podemos darle la estructura de C-espacio vectorial.

B.3.2. Grupos de Lie nilpotentes

Definicion B.25 Un grupo de Lie complejo es un grupo GG que contiene una estructura
de variedad compleja en la cual la operacion

(g,h) €eGx G gh™t e

es holomorfa.
En la definicion anterior, G x G esta dotada de la estructura compleja J x J.

Ejemplo B.1 GL(n,C) es un grupo de Lie complejo, cuya estructura compleja se obtiene
de considerarlo como un abierto de C™’.
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Sea N un grupo cualquiera, entonces la serie central superior de N
Z.(N):Zy(N) =1y C Zy(N)C --- C Z(N) C -+~
se define inductivamente por la condicion de que
Zis1\(N)/Zi(N) = Z (N/Zi(N))

donde Z(G) denota el centro de un grupo Gy 1y el elemento neutro de N . El grupo
N se dice que es nilpotente si la serie central superior llega a N después de un niimero
finito de pasos, es decir, existe un numero entero positivo tal que Z.(N) = N. Si c es el
menor entero positivo tal que Z.(N) = N, decimos que N es ¢ pasos nilpotente o N es
nilpotente de clase c.

Definicion B.26 Sea G un grupo localmente compacto y H un subgrupo. Diremos que
H es un subgrupo uniforme si H es discreto y H/G es compacto (de modo que existe un
conjunto compacto K C G tal que HK = G).

Definicion B.27 Sea G un grupo de Lie nilpotente simplemente conexo. Una reticula
uniforme de G es un subgrupo discreto uniforme, i. e., un subgrupo discreto con cociente
compacto, N de G.

Observemos que no todos los grupos de Lie nilpotentes simplemente conexos admiten
reticulas.

Teorema B.10 Toda reticula N de un grupo de Lie nilpotente GG simplemente conexo es
un grupo nilpotente libre de torsion finitamente generado. Por el contrario, para cualquier
grupo nilpotente N finitamente generado y libre de torsion existe (salvo isomorfismo)
exactamente un grupo de Lie nilpotente G simplemente conexo que contiene a N como
una reticula uniforme. Nos referimos a esta G como la completacion de Malcev de N.

Ejemplo B.2 Consideremos el grupo de Heisenberg H3 de dimensiéon 3

1 z vy
H= 01 z| :2,y,2€eR
0 0 1

Entonces para toda k € 7Z, obtenemos una reticula uniforme I'y de Hj, dicha reticula
es el subgrupo generado por

100 110 10 ¢
A=|01 1], B=[010], C=[010
001 001 00 1

Por calculos directos no es dificil verificar que
[ = (A, B,C : [B,A] = C*, [C,A] = [C,B] = 1),

donde [+, -] denota el conmutador de dos elementos en I'y y 1 la matriz identidad.
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Teorema B.11 Sea H un subgrupo discreto de un grupo de Lie nilpotente G. Entonces
existe un unico subgrupo de Lie N C G tal que H es un subgrupo uniforme de N. En
realidad, N es el subgrupo de Lie mas pequeno que contiene a H [12].



Apéndice C
Superficies complejas compactas

En este apéndice presentamos un resumen de los conceptos y resultados del articulo
Fundamental groups of compact complete locally affine complex surface de J. Fillmore y J.
Scheuneman (ver [14]). Este articulo habla basicamente sobre el grupo fundamental de una
variedad compleja completa compacta, y localmente afin de dimensiones dos compleja. La
inclusion de éste se debe su gran ayuda en esta tesis.

C.1. Introducciéon

Una variedad localmente afin, es una variedad con una conexién afin que tiene cur-
vatura y torsion igual a cero. Una variedad real completa localmente afin es de la forma
R"/G (ver [5]) y una variedad compleja completa localmente afin es de la forma C"/G
(ver [21]); donde G denota un grupo de transformaciones afines reales 6 complejas que
actua libre, propia y discontinuamente, cuya conexion es inducida de forma natural en
R™ o C™. Esta representacion permite un estudio tedrico de grupos de espacios completos
localmente afines, el aspecto mas dificil consiste en determinar cuales grupos abstractos se
pueden incrustar en el grupo de transformaciones afines de R” 6 C" para obtener un grupo
como €l descrito anteriormente. Tales grupos son, por supuesto, los grupos fundamentales
de espacios completos localmente afines.

C.2. Preliminares Algebraicos

En esta seccion, derivaremos resultados importantes acerca de subgrupos G del grupo
Aff(C?) de transformaciones afines complejas de C?, usando tinicamente la suposicién de
que G actiia libremente en C2.

Una transformacion A € Aff(C?) puede ser identificado con una matriz compleja no

105
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singular

S o
—~ O Q,
= »n 3

La accién de A, a la izquierda de C?, envia (x,y) a (z/,%), donde

= ar+by+r
y = cx+dy+s.
a b r 0 b
Sea A= |c d s| € Aff(C?), denotamos por h(A) a la matriz <c d) € GL(2,0),
0 01

la “parte de holonomia” de A.

Lema C.1 Si G C Aff(C?) actia de manera libre en C?, entonces cada elemento de h(G)
tiene a 1 como un valor propio.

Demostraciéon: El punto (z,y) es un punto fijo de € Aff(C?), exactamente

S o 2
o s
= ®» 3

si

(a—1)z+by=—r
cx+(d—1)y = —s.

) ) .. . a b
Estas ecuaciones tienen una soluciéon a menos que 1 sea un eigenvalor de )
1

d
0J

Denotaremos por (G; al grupo de todas las matrices complejas de la forma

b
1
0

S O 2
— » 3

con a # 0; y por Gy al grupo de todas las matrices complejas de la forma

1
0
0

O Qo
—_»n 3

con d # 0.
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Proposicion C.1 (ver [17]) Si G C Aff(C?) actiia de manera libre en C?, entonces G es
conjugado en Aff(C?) a un subgrupo de G 6 a un subgrupo de Gb.

Corolario C.1 Si G acttia de manera libre en C2, entonces G es soluble.

Lema C.2 Si G C Aff(C?) acttia de manera libre en C? y h(G) es abeliano, entonces G
es conjugado en Aff(C?) a un subgrupo del grupo de todas las matrices de la forma

1
0 con d # 0,
0

O QO
—_» 3

6 a un subgrupo del grupo de todas las matrices de la forma

1 b6 r

01 s

0 01
Lema C.3 Si

a b r

010

0 01
no tiene puntos fijos en C?, entonces b = 0

Demostraciéon: Sib # 0, (0,—r/b) es un punto fijo.

Lema C.4 Si G C G actia de manera libre en C?, entonces h(G) es abeliano.

Demostracion: Sean

a b r a b 1
A=10 1 s|yB=]10 1 ¢
0 01 0 0 1
elementos de G. Entonces
a f u
ABA™'B'=1[0 1 0
0 0 1

Por lema[C.3| f = 0.
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Corolario C.2 Si G C Aff(C?) acttia de manera libre en C?, entonces G es conjugado en
Aff(C?) a un subgrupo de Gs.

Demostraciéon: Por la proposicion [C.I] G es conjugado a un subgrupo de G 6 de Gs.
Si G es conjugado a un subgrupo de G, entonces por el lema h(G) es abeliano. Asi,

por el lema [C.2] G es conjugado a un subgrupo de Gs.
U

Lema C.5 Si G C Aff(C?) es abeliano y acttia de manera libre en C?, entonces G es
conjugado en Aff(C?) a un subgrupo del grupo de todas las matrices de la forma

b
1
0

o O =
—_ o 3

o a un subgrupo del grupo de todas las matrices de la forma

con d # 0.

O O =
o QL O
— O 3

C.3. Preliminares topologicos

Las hipotesis de que G actiia propia y discontinuamente en C? y que C?/G es compacto
se ponen en juego en esta seccion.

Notemos el siguiente hecho importante (ver [I1], pag. 357): La dimension de un espacio
euclidiano real en el cual un grupo G actiia de manera libre, propia y discontinuamente, y
con espacio de orbita compacta esta determinada por G mismo, es decir, esta dado como
la dimensién proyectiva del anillo de grupo entero de G.

Como una primera aplicacion de esta observacion, demostremos el siguiente lema de
Auslander [4].

Lema C.6 Supongamos que G C Aff(C?) acttia de manera libre, propia y discontinua-
mente, y que C?>/G es compacto. Entonces el conjunto de las partes traslacionales (r, s)
de elementos

o0 e
o a o
— w3

de G contiene una base para C? como un espacio vectorial real.
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Demostracién: Sea V el subespacio real de C? generado por las partes traslacionales de
elementos de G. Entonces la accién de G en C? envia a V a si mismo. Ademas, G actia
de manera libre, propia y discontinuamente en V', y V/G es compacto. Por la observacion
anterior, V' y C? tienen la misma dimension, asi V = C2.

O

Corolario C.3 Si G C Aff(C?) es abeliano, acttia de manera libre, propia y discontinua-
mente, y C?/G es compacto, entonces G es conjugado en Aff(C?) a un subgrupo del grupo
de todas las matrices de la forma

10
01
0 0

_= »n =

Lema C.7 Supongamos que G C Aff(C?) acttia propia y discontinuamente en C? y que
ademas contiene elementos

S S~
— e 2

1 1
A=10 y B=|0
0 0

o a o
— o =

tales que d # 1 y AB # BA. Entonces d es una raiz de la unidad.

Demostracion: Por calculos directos podemos verificar que

dr—1 d*—1 bs bs
L G=b T35 +n (r - d—l)
A"= 10 d" e -1g

0 O 1

para toda n en N, y que la matriz

L fo ug
C,=AT"BA"B'=10 1 wv,
0 0 1
tiene entradas dadas por
f b d
Ju = W )(h i1 a-on)
fo bv bv bs sf bsh
n = (d"—1)——— —
v ( >( W d=—Dh d—1 =12 d=1 (d=1p
bsh bv bs
da"—-1)( -
+< >( (d—1)2+d—1+(d—1)2)’

S sh
w = (d"—1 - .
! ( )<U+d—1 d—1>
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Afirmamos que si d no es una raiz de la unidad, entonces las matrices C), son distintas.
En efecto, supongamos que C,, = C,, con m # n. Esto implica que

f/h=b/(d=1)+b/((d=1h) = 0,
v+s/(d—1)—sh/(d—1) =0

equivalentemente tenemos

(d—1Df+b1—h) = 0, (C.1)
(d—1v+s(l—h) = 0. (C.2)

Multiplicando la ecuaciéon por s y la ecuacion por b; y restando, obtenemos
(d—1)(sf —bv) = 0.

Las ecuaciones

implican AB = BA; lo cual es una contradiccion.
Supongamos que d no es raiz de la unidad y consideremos los puntos (z,,y,) de C?

obtenidos al aplicar las distintas transformaciones C,, de G al punto (0,v — sh/(d — 1)).
Entonces

sh . bsh bu bs
o= f“(”_d—1)+“":(d _1)(_(d—1)2+d—1+(d—1)2)’

sh n F sh 5
= vV — v, = v — — .
on a—1 " d—1 d—1) d—1
Si |d| = 1, podemos encontrar una sucesion {n;},en que tienda a infinito tal que
lim,,, o d" = 1. Entonces la sucesion de puntos (z,,,y,,) tiene un limite en C?, lo cual

contradice la suposicion de que G actiia propia y discontinuamente. Si |d| # 1, podemos
suponer que |d| > 1. Nuevamente esta sucesion de puntos tiene un punto limite y por lo
tanto obtenemos la misma contradiccion.

O

Proposicion C.2 Si G C Aff(C?) acttia de manera libre, propia y discontinuamente en
C?,y C?/G es compacto, entonces G contiene un subgrupo normal unipotente Gy de indice
finito con G /G| ciclico.
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Demostraciéon: Por el corolario podemos suponer que G C G5. Supongamos que G
contiene un elemento central

1 b6 r

0 d s

00 1

con d # 1. Conjugando G por
—b

1 — 0
0 1 5|ebG
0 O 1

obtenemos un subgrupo de GG que contiene el elemento central

!/

<

1
0
0

O /o
i)

Como este elemento es central, todos los elementos de este nuevo subgrupo tienen la forma

1
0
0

o O
=

Pero, de acuerdo al lema [C.6] esto no puede suceder.

Ahora en general, G es el grupo fundamental de la variedad compacta C?/G, por lo
que es finitamente generado. Sea

b

1 . T
Ai: 0 dl Si |, ].SZSI{I,
0 0 0

un conjunto de generadores de G. Si A; es central, d; = 1 por el parrafo anterior. Si A;
no es central, por el lema d; es una raiz de la unidad. Por lo tanto, la imagen del
homomorfismo

de G sobre el grupo del circulo unitario en C es un grupo finito. Este grupo finito, siendo un
subgrupo del grupo multiplicativo de un campo es ciclico. El kernel de este homomorfismo
es el subgrupo G deseado.

O
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C.4. El teorema principal

En esta seccion, afinaremos el enunciado de la proposicion [C.2]

Sea Dy (k > 1) el grupo nilpotente libre de torsion con generadores: A, B,C' y D;
cuyas relaciones son: ABA™'B~! = CF, C'y D centrales. Entonces el resultado que afina
la proposicion [C.2] esta dado por el siguiente teorema:

Teorema C.1 Si G C Aff(C?) actiia de manera libre, propia y discontinuamente en C?,
y C?/G es compacto. Entonces G contiene un subgrupo normal unipotente Gy de indice
finito tal que Gy es isomorfo a Z* 0 a D, (para alguna k > 1) y ademas G /Gy es ciclico
de orden 1,2,3,4,5,6,8,10 6 12.

Demostracion: Sea G el subgrupo de G obtenido en la proposicion [C.2] Por resultados
de Malcev ([19]) sobre nilvariedades, Gy puede ser considerado como un subgrupo discreto
de un tnico grupo de Lie nilpotente simplemente conexo N tal que N/Gj es compacto.
Entonces GGy actiia de manera libre, propia y discontinuamente en el espacio N y el espacio
de orbitas es compacto. N es topologicamente euclidiano, asi por el lema [C.0], la dimension
real de N es cuatro. Ahora, existen tnicamente dos grupos de Lie simplemente conexos
de dimensién cuatro, estos son

1 c

R* y 0 b| :abeceR xR

1
Para estos dos grupos, los subgrupos discretos con cociente compacto son conocidos por
ser isomorfos a Z* en el primer caso y a D, en el segundo.

Sea H C C el grupo aditivo de los ntimeros complejos b tales que

1 b r
01 s € GO-
0 0 1

Sea S € G un elemento cuya imagen en GG/G\ genera este grupo ciclico. Entonces

1 f u
S=10 XA v
0 0 1
con \" =1, donde n es el indice de Gy en G.
Si b e H, entonces
1 b r 1 b 7
STH1o 1 s|S=[0 0 Xls
0 01 0 0 1
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implica que \b € H. Si H es el subgrupo trivial {0} de C, entonces el “grupo de holonomia”
h(G) es ciclico finito de orden n y este caso es el ya estudiado por Auslander en [3], el
cual nos dice que n = 1,2,3,4 6 6. Supongamos ahora que H no es trivial. Entonces H
es un grupo abeliano libre de rango r, con 1 < r < 4, ya que G puede ser generado por
cuatro elementos. Sean by, ...,b, una base de H. Expresando Ab; en términos de esta base
y tomando un determinante, obtenemos un polinomio de grado r con coeficientes enteros
el cual se satisface por A. Por lo tanto el campo generado por A sobre los racionales es de
grado a lo mas r. Este campo es el campo generado por una raiz primitiva n—ésima de la
unidad, por lo que tiene grado ¢(n), donde ¢ es la funcion de Euler. Asi p(n) < r. Las
tnicas soluciones de ¢(n) < 4 son las ya enumeradas en el enunciado del teorema.

O
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