UNIVERSIDAD AUTONOMA DE YUCATAN

FACULTAD DE MATEMATICAS

TESIS:

Analisis dinamico de modelos de infeccion viral con

efecto litico periédico, proliferaciéon mitética y cura

Presentada por L.M. Abraham Moisés Canul Pech para la obtencién del

Grado de Maestro en Ciencias Matematicas

Dirigida por:
Dr. Eric José Avila Vales

Mérida, Yucatan, octubre de 2015



Agradecimientos

Deseo dedicar estas lineas para agradecer a todos los que me acompanaron, apoyaron
y que hicieron posible que este trabajo se culminara con éxito. Primero y antes que todo
agradecerle a Dios por sus bendiciones recibidas, proveerme sabiduria y conocimientos
cada dia. También quiero expresar mi mas profundo y sincero agradecimiento a mis padres
Santiago R. Canul Canul y Maria E. Pech May por sus consejos, e incondicional apoyo
y por motivarme. A mis hermanos por la motivacién recibida durante estos anos. Quiero
agradecerle a la maestra Irma Trejo y Canché por sus consejos, motivacién, confianza y
el apoyo brindado en la maestria. A mis amigos por su apoyo continuo para lograr cada
objetivo que nos planteabamos.

Quiero también expresar mi gratitud al que me guié en los dos anos de la maestria Dr.
Eric Avila Vales, quien con sus sabios consejos, sus comentarios criticos, su entusiasmo,
sus emotivas conversaciones, motivaron, inspiraron e hicieron fascinante el desarrollo de
esta investigacion. También por haber confiado en mi trabajo, en mi capacidad y darme la
mano en momentos duros.

A los revisores del presente trabajo Dr. Gerardo Garcia Almeida y Dr.Angel Estrella
Gonzales por el tiempo invertido en la revisién de esta tesis, y por sus valiosas observaciones
y comentarios.

Agradecerle a los investigadores Mat.Cruz Vargas de Leén, Dr. Zhenguo Bai, Dr. Khalid
Hattaf, Dr. Xuenyong Zhou por sus valiosas aportaciones que hicieron en el presente tra-
bajo.

Para finalizar agradecerle al CONACY'T por el apoyo econémico brindado para la

realizacién de mi maestria.

Gracias a todos!!.



Indice general

Agradecimientos I

1. Introduccién 1

1.1. Efecto de las enfermedades infecciosas . . . . . . . .. . ... ... ... 1

1.2. Historia de modelos mateméaticos en enfermedades infecciosas . . . . . . . . 2

1.3. El ntimero reproductivo basico . . . . . . . ... ... L. 5)

1.4. Objetivode la Tesis . . . . . . . . . . ... . 6

1.5. Plan general dela Tesis. . . . . . . . . . . .. ... L. 6

2. Preliminares 7
2.1. Sistemas lineales y no lineales . . . . . . . . . ... ...

2.2. Ecuaciones diferenciales con retardo . . . . . . ... .00 8

2.2.1. Existencia y unicidad para las soluciones de EDR . . . . . . .. .. 10

2.3. Teoria de estabilidad local . . . . . .. .. .. ... ... 10

2.3.1. Criterio de Routh-Hurwitz . . . . . .. .. ... .. ... ... ... 11

2.4. Teoria de estabilidad global asintética . . . . . . . ... ... L. 12

2.4.1. Funcionales de Lyapunov y principio invariante de LaSalle . . . . . 12

2.4.2. Teorema de comparacion . . . . . . . . . .. ... 15

2.5. Soluciones periédicas y mapeo de Poincaré . . . . . .. ... ... ... .. 16

2.5.1. Estabilidad de las soluciones periddicas y el mapeo de Poincaré . . 17

2.6. Permanencia . . . . . . ... ... Lo 18

2.7.  Derivacion analitica del nimero reproductivo bésico Ry . . . . . . . . .. 22

2.7.1. Operador de la préxima generacién: Método para sistemas autonomos 22



2.7.2. Numero Reproductivo basico en entornos periédicos . . . . . . . . . 24

3. Sistemas Auténomos SIR con retardo 27
3.1. Formulacién de los modelos . . . . . . . . . ... 27

3.2. Modelo con transmisién mitética, tasa de cura y retardo incluido en la pro-

duccién viral . . . . .. Lo 30
3.2.1. Positividad de Soluciones . . . . . . . .. ... 31
3.2.2. Existencia del equilibrio infectado . . . . . . ... ... 32
3.2.3. Estabilidad local . . . . .. .. ... oo 37
3.2.4. Bifurcacién de Hopf . . . . . . . .. . ... 47
3.2.5. Estabilidad global del equilibrio libre de infecciéon . . . . . . . . .. 51
3.2.6. Estabilidad global del equilibrio endémico . . . . ... ... .. .. 54
3.2.7. Permanencia . . . . . . . ... oL 61
3.2.8. Simulacion Numérica . . . . . . . . . ..o 63

3.3. Modelo con transmisién mitdtica, tasa de cura y tasa de saturaciéon con retardo 70

3.3.1. Positividad de Soluciones . . . . . . . .. ... 70
3.3.2. Equilibrios . . . . . ... 72
3.3.3. Estabilidad local . . . . .. .. ... ... oo 72
3.3.4. Bifurcacién de Hopf . . . . . . . .. ... ..o 80
3.3.5. Estabilidad global del Equilibrio Libre de infeccion . . . . . .. .. 83
3.3.6. Estabilidad global del equilibrio infectado . . . . . .. ... .. .. 87
3.3.7. Permanencia . . . . . . . ... Lo 96
3.3.8. Méxima longitudde 7 . . . .. .. .. ... oL 99
3.3.9. Simulacion Numérica . . . . . . . . .. ..o 103

4. Sistemas no auténomos SIR con retardo 113
4.1. Formulacién de los modelos . . . . . .. ... oo 113

4.2. Modelo de infeccion viral con crecimiento logistico y respuesta inmune periodi-

CO v o e e s 115
4.2.1. Estabilidad Global . . . . . . . . . . . ... 117
4.2.2. Simulacién numérica . . . . . ... 127



4.3. Modelo de infeccion viral co
4.3.1. Estabilidad Global

4.3.2. Simulacién numérica
5. Conclusiones

Bibliografia

n full logistic y respuesta inmune periddico

III

135
136
145

153

157



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Efecto de las enfermedades infecciosas

En términos histéricos, las enfermedades infecciosas humanas han producido danos
severos en la salud publica y a nivel socio-econémico en el mundo entero. Por ejemplo, la
plaga bubodnica afecté una tercera parte de la poblacién de Europa entre 1346 a 1350. La
influenza pandémica de 1918 afecté cerca de 500 millones de personas (una tercera parte

de la poblacién en ese tiempo) y causé entre 20 y 100 millones de muerte.

Generalmente, las diversas enfermedades padecidas por el ser humano se deben a la pres-
encia y reproduccion dentro de nuestro organismo de diversos tipos de virus (poblaciones
de virus in vivo); como son VIH (Virus de inmunodeficiencia humana), VHB (virus de la

hepatitis B), VHC (virus de la hepatitis C).

En décadas recientes, la organizacién mundial de la salud estima que existen 25 millones
de personas infectadas por el virus de inmunodeficiencia Humana (HIV) y 150 millones
han sido victimas por el virus de la hepatitis C, un brote de enfermedades respiratorias
como la epidemia del sindrome respiratorio agudo grave por sus siglas en ingles (SARS)
y en el 2009 la pandemia de la influenza que también estan registrado. La Malaria es una
seria amenaza para la salud publica, causando cerca de 2 millones de muerte y 300 a 600
millones de casos clinicos en el mundo. Las enfermedades infecciosas como la plaga, colera

y la fiebre hemorragica continiian apareciendo ocasionalmente, algunas enfermedades como



(la malaria, HIV/SIDA, tuberculosis, el mal de Chagas) son endémicas (es decir, siempre
estdn presentes) en alguna regién. Aunque avances significativos se han registrado en el
campo de la medicina y ciencias de la salud publica, las enfermedades infecciosas continiian
causando efecto socio-econémico y de mortalidad en poblaciones de humanos y animales

en el mundo entero.

1.2. Historia de modelos matematicos en enfermedades

infecciosas

El primer articulo conocido que incluye un modelo explicito para una enfermedad in-
fecciosa aparecié en 1760. El documento lo publicé Daniel Bernoulli (1700-1782), de na-
cionalidad suiza, quien tenia conocimientos médicos y matematicos. Bernoulli propuso
varios modelos matemaéaticos mediante ecuaciones diferenciales para modelar algunas en-
fermedades infecciosas. Sus resultados parecen validos atn y el principio de utilizar una
técnica matematica de investigacion para evaluar medidas alternativas de salud ptblica es

tan aplicable hoy como hace 200 anos [1].

El segundo desarrollo se debe al famoso epidemidlogo y malariélogo Ronald Ross, quien
explico el ciclo completo de la malaria humana, con la inclusién del mosquito como vector
y el pardsito Plasmodium; esto le vali6 la obtencién del premio Nobel en 1902 [1]. Ross
fue un competente matematico aficionado y estaba convencido de la necesidad de usar las

matemadticas para apoyar las investigaciones epidemiolégicas.[1].

El siguiente gran avance fue el trabajo matematico de Kermack y McKendrick, realizado
durante el periodo de 1927 a 1939. En su trabajo también se consideraron las enfermedades
endémicas y diversos hallazgos interesantes se relacionaron en datos experimentales con
ratones[1]. El resultado excepcional fue el célebre teorema umbral, segin el cual la intro-
duccién de individuos infecciosos dentro de una poblacién de susceptibles podia originar
una epidemia sélo si la densidad de susceptibles rebasa un cierto valor critico o umbral. Si

el umbral se excede, entonces sobreviene el brote y, de lo contrario, desaparece [1].



En el ano 1990, los modelos matematicos comenzaron a utilizarse para estudiar la interac-
cién de las enfermedades virales y la respuesta del sistema inmunolégico, en particular el
virus de la inmunodeficiencia humana (VIH), Nowak y Bangham [2], con el fin de recrear
la dindmica de la poblacién del virus y otros virus como VHB y VHC [3]. Es conveniente
resaltar que estos modelos fueron de mucha importancia, debido a que proporcionaron por
primera vez un marco sélido que logré captar un definido conjunto de suposiciones biologi-
cas y permitio obtener conclusiones légicas precisas. Los modelos proporcionaron nuevos
puntos de vista para crear hipotesis y para disenar nuevos experimentos, mas ain, con
la ayuda de datos clinicos, dichos modelos dieron lugar a descripciones muy importantes
del fenémeno. Por ejemplo, un gran resultado fue que la vida media de células infectadas
es corto, del orden de 1 a 3 dias [4]. Esto significa que la tasa de reproduccién viral es
alta durante la fase asintomatica de la infeccion, estos resultados también proporcionan
optimismo para el tratamiento de la infeccién por VIH, ya que si las células infectadas
decaen con una tasa rapida, entonces una terapia con una duracién de unos tres anos seria

suficiente para erradicar el virus del organismo [4].

En el desarrollo de modelos matematico, permité elaborar modelos que describen la dinami-
ca de respuesta inmune [2] y [5]. Durante las infecciones virales, el sistema inmune del
organismo hospedero reacciona con una respuesta inmune innata y especifica antigeno [6].
Anticuerpos, células que mueren de manera natural y células T son componentes esen-
ciales de una respuesta inmune normal a un virus. Algunos autores consideran modelos
de infeccién viral con respuesta CTL [7]. La principal razén es que el equilibrio endémico
de células infectadas en el modelo basico depende solo de parametros inmunolégicos, esto
es poco razonable. En el modelo basico con respuesta inmune las células infectadas llegan
hacer lysed por CTLs con una tasa py(t)z(t), donde p es una constante positiva.

En la busqueda de desarrollar modelos de infeccién viral, se encuentran con factores como
el ritmo circadiano, que son oscilaciones de las variables biolégicas en intervalos regulares
de tiempo. Todos los organismos (planta, animales, etc) muestran algin tipo de variacién
ritmica fisiol6gica (por ejemplo tasa metabdlica y produccién de calor) que suele estar

asociada con un cambio ambiental ritmico.



Los ritmos circadianos son los mas estudiados y su valor de periodo permite sin-
cronizarse con los ritmos ambientales. Estos ritmos son enddégenos y establecen una relacién
de fase estable, con estos ciclos externos, acortando su valor o alargando su valor de periodo.
El conocimiento de la periodicidad de los fenémenos naturales y ambientales de los rit-
mos circadianos datan desde la historia de la humanidad y la variaciéon periédica de los
fenomenos principalmente en salud y en la enfermedad ocupaban un lugar muy importante

en las doctrinas de los médicos de la antigiiedad.

Un sistema fisiologicamente organicista, sistema inmune humano tienen un alto grado
de complejidad. El sistema puede ser modulado por ritmos circadianos y en otros com-
portamientos tales como tomar con periodicidad algunos medicamentos. Basados en datos
experimentales de ritmos circadianos inmunes de seres humanos Li y Qi [8] presenta un
modelo matematico de recirculacion de linfocitos T de humanos con la forma de una fun-
cién coseno py + prcos(2nt — ¢). Usando esta funcién, Wang et al [7] estudia y analiza un
modelo de infeccion viral con respuesta inmune litica periddica bajo ritmos circadianos. En
este modelo desarrollan la dindmica del equilibrio libre de infeccién (inico equilibrio de este
sistema), este es globalmente asintéticamente estable cuando Ry < 1y existe una solucién
periédica no constante cuando el el nimero de reproduccion béasica es mas grande que 1.
Encuentran que el periodo doble de bifurcacién ocurre cuando la amplitud del componente
litico crece. Para la tasa de natalidad el periodo es doble cascada precede junto con ciclos
cadticos sin el periodo de triplicacion. Estos resultado pueden ser usados para explicar el
comportamiento de oscilacién en poblacion de virus, lo cual es observados generalmente

en VHB ¢ VHC.

La epidemiologia es, actualmente, una de las areas de la aplicacion de las matematicas con
mas impacto en la sociedad. Lo importante de la construccién de los modelos matematicos
para enfermedades infecciosas revela algunas veces relaciones que no son obvias a primera
vista, en donde se extraen las propiedades y caracteristicas de las relaciones entre los ele-

mentos que interactian en el modelo.

La construccion de modelos matematicos, es una de las herramientas utilizadas hoy en

dia para el estudio de problemas en medicina, biologia, bioquimica, epidemiologia, entre
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otras areas del conocimiento; sus objetivos son describir, explicar y predecir fenémenos y

procesos en dichas areas.

1.3. El niimero reproductivo basico

Un concepto central en el estudio de una infeccion viral y enfermedades infecciosas es el
nimero basico reproductivo, denotado como Ry, el cual es definido como el ntimero de in-
fecciones secundarias producidas por un individuo infeccioso; introducido en una poblacion
totalmente susceptible, durante el tiempo en que este individuo permanece infeccioso. Este
umbral determina si la enfermedad que comienza con un individuo infectado puede causar
un brote epidémico. Si Ry < 1, entonces, en promedio, un individuo infectado que podria
transmitir la enfermedad es menor que un individuo susceptible. Consecuentemente (y en

general) la enfermedad no podria propagarse y haber un brote epidémico en la poblacién.

Por otro lado, si Ry > 1, entonces un individuo infectado podria propagar la enfermedad a
mas de un individuo susceptible en promedio. Por tanto, en este caso, la enfermedad puede

propagarse y causar un brote epidémico.

Ademas, si un brote epidémico ocurre, la cantidad del valor numérico del umbral Ry puede
ser usado para obtener informacién importante, como la tasa inicial del crecimiento de
la epidemia, la prevalencia de la epidemia, y la proporcién de la poblacion dltimamente
infectada. Para modelos simples, tenemos lo clésico, si Ry < 1 es necesario y suficiente para
el controlar (o eliminar) la enfermedad en la poblacién. En algunos casos cuando Ry = 1
ocurre una bifurcacién hacia atras. Una bifurcacién es definido como un cambio cualitativo

cuando un parametro del modelo es variado.

El nimero reproductivo basico de los modelos en esta tesis los calcularemos usando la
metodologia desarrollada en [9] y [10], para sistemas auténomos y no auténomos respecti-

vamente.



1.4. Objetivo de la Tesis

La principal motivacion de la tesis es estudiar la dindmica de nuevos modelos matematicos
de infeccion viral. Determinar el tipo de estabilidad, de los puntos equilibrio, local y global
asi como la bifurcacion de hopf e ilustrar los resultados mediante simulaciones numéricas,
para modelos de infeccion viral con retardo, transmision mitética y cura y para modelos

de infeccién viral con retardo y respuesta inmune periodico .

1.5. Plan general de la Tesis

Las caracteristicas principales del plan general de la Tesis son las siguientes:

Los principales conceptos mateméticos y teorfas relevantes son discutidos (o definidos)
en el Capitulo 2. El clasico modelo SIR para la hepatitis B, con proliferacién mitdtica y
cura es extendido en el Capitulo 3, incorporando la tasa de saturacién y el retardo incluido
en la produccién de virus. Un segundo modelo que se propone es un modelo extendido
de la hepatitis B con retardo en la tasa de saturacién, que también es considerado en el
Capitulo 3, estudiamos la dindmica en ambos modelos. En el capitulo 4 extendemos un
modelo basico SIR con retardo y respuesta inmune periddico, incorporamos en el modelo
el crecimiento logistico y el “full logistic”, obtenemos dos nuevos modelos en donde discu-

tiremos con detalle, la dinamica global de ambos modelos.

Las simulaciones numéricas presentadas en esta tesis, las generamos usando Matlab.



Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo define los principales conceptos, teorias relevantes y resultados fundamen-
tales que utilizaremos en el desarrollo de esta tesis. Las demostraciones de dichos resultados

se omitiran, el lector podra consultarlo en la referencias citadas.

2.1. Sistemas lineales y no lineales

Los modelos matematicos que describen fenémenos de la naturaleza pueden ser ex-
presados en términos de ecuaciones diferenciales. Una ecuacion diferencial involucra una

funcién y sus derivadas.

Consideremos, en general, el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.
t=f(x,t;p) reUCRteR, neV CR?, (2.1.1)

donde U,V son subconjuntos abiertos en R™ y R? respectivamente, y @ es un pardmetro.
La ecuacion (2.1.1),es una ecuacion diferencial ordinaria y el miembro derecho de (2.1.1)

es un campo vectorial.

Definicién 2.1. El sistema (2.1.1) se dice que es un sistema auténomo si la funcién f no
depende explicitamente de ¢ (es decir, f = f(z)). Si f en (2.1.1) depende explicitamente

de t entonces el sistema (2.1.1) es no autdnomo.

En esta tesis consideramos ambos sistemas, no lineales, auténomos y no auténomos.



Consideremos el siguiente sistema general no auténomo.
= f(x), x€R", (2.1.2)

donde f es independiente de la variable ¢. Si la funcién f en (2.1.2) es una suma de térmi-
nos, donde la variable dependiente y sus derivadas son de primer grado y lineal en ¢, se
dice que es un sistema lineal, en otro caso es un sistema no lieal. Ademas la trayectoria
de (2.1.2) es el conjunto de todos los puntos que alcanza z(t) para algin valor de ¢. El
diagrama fase, definido espacio face para R" son trayectorias x(t) pensando en cada punto.
Asi el diagrama fase muestra todas las posibles trayectorias de un sistema de ecuaciones

diferenciales. En la practica solo ilustraremos algunas trayectorias.

Los puntos donde se anula la funcién f, juegan un papel importante para entender el
comportamiento cualitativo de la solucion, son llamados puntos de equilibrios. Un punto

de equilibrio, solucién del sistema (2.1.2), estd dado por x = z* € R", donde f(z*) = 0.

2.2. Ecuaciones diferenciales con retardo

Existen numerosos problemas reales en los que el comportamiento del sistema depende,
aunque sea en parte, de su historia previa, de modo que para poder modelar estos pro-
cesos es necesario utilizar ecuaciones diferenciales funcionales. En particular ecuaciones
diferenciales con retardo (EDR), ha merecido un especial interés, debido a que recogen las
caracteristicas especiales de los procesos en el que existen efectos hereditarios o retarda-
dos, encontrando gran cantidad de investigaciones y aplicaciones en diversos campos, en

particular la epidemiologia.

Las siguientes definiciones, lemas y teoremas, usamos como referencia [11].

Definicién 2.2. Sea 7 > 0. El conjunto C([—7,0],R"}) es denotado como C y es llamado

espacio de estados.

Definicién 2.3. Sea x : R — R"™ una funcién continua, t € R y C un espacio de estados,
definimos z,(0) : [-7,0] — R" tal que

() = x(t +0), V0 € [—T,0]
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x; se llamard variable de estado o estado del sistema en el tiempo t.
La siguiente definiciéon es para un sistema de ecuaciones diferenciales con un tnico
retardo.
Definicién 2.4. Una ecuacién diferencial con retardo (EDR) es una ecuacién de la forma
(t) = f(t,x(t), z(t — 7)) (2.2.3)
donde f es una funcién continua dada y 7 > 0 es un parametro que se le denomina retardo.

Observacién 2.1. En general una EDR con retardo discreto (posee un conjunto finito de

retardos fijos) tiene la forma:
(t) = f(t,x(t), z(t — 1), 2(t — 72), ..., x(t — 7))-
donde ; i =1,...,n son los retardos fijos.

Definicién 2.5. (Problema de valor inicial) Un problema de valor inicial asociado a una
EDR esté dado por:

(t) = f(t,x(t),z(t — 7)) YVt >0 (2.2.4)

Ty = ¢ (2.2.5)

donde o es el tiempo inicial, C es el estado del sistema en el tiempo oy f: R xC — R"

una funcién continua.

Definicién 2.6. Una solucién para el problema de valor inicial (2.2.4)-(2.2.5) es una fun-
cién  : R — R” tal que satisface (2.2.4)-(2.2.5).

En este tipo de ecuaciones, el comportamiento de las soluciones en un instante ¢, no

s6lo depende de la posicién z(t) en ese instante sino del valor en el instante anterior z(t—7).

Una ecuacion diferencial con retardo, son un caso particular de las ecuaciones diferen-
ciales funcionales (EDF). En las EDF, el comportamiento de las soluciones en un instante
t depende de la solucién en el intervalo [t — 7,t]. Las EDF tienen la forma a2’ = f(¢,z,),
donde z; : [-7,0] — R estd definida por z:(0) = x(t + ). El problema de valor inicial

para este tipo de ecuaciones esta dado por

'(t) = f(t,zy) x4(0) = x(t +0) (2.2.6)
To=¢ Vt>o0 (2.2.7)



2.2.1. Existencia y unicidad para las soluciones de EDR

Definicién 2.7. Decimos que una funcién f es lipschitz en un conjunto acotado de R x C

si para toda a,b € Ry M > 0, existe un K > 0 (llamada constante de Lipschitz) tal que

1f(t,0) = fE O < Ko =9l a<t<b ol 4] <M (2.2.8)

Lema 2.2. Sea f : R x C — R™ una funcion continua que satisface (2.2.8), entonces en
cada intervalo [a,b] y M > 0 existe L > 0 tal que

) <L Vtelab] y [ <M (2.2.9)

Teorema 2.3. (Existencia y unicidad de solucion para las EDR) Si f es continua y sat-
isface la condicion de lipschitz (2.2.8) entonces existe una unica solucion de (2.2.4) en
o —1,0+ A cono € Ry ¢ € C tal que ||¢|]| < M. Ademds si K es la constante de

lipschitz entonces

A, <peoea |20, 6) — 20, 0)| < 6 — o 4 (2.2.10)

donde |||, [[¢]| < M.

2.3. Teoria de estabilidad local

Para estudiar la estabilidad local de los sistemas de ecuaciones diferenciales cuando el
retardo es igual cero 7 = 0, lo que se busca es la mejor aproximacién lineal al sistema
alrededor de un punto de equilibrio y con base a los resultados obtenidos para este nuevo
sistema lineal se obtienen resultados para el original en la vecindad cercana al punto.
Este sistema lineal esta formado por la matriz de derivadas parciales de la funcién f y es
llamado la linealizacion del sistema original. Bajo ciertas condiciones se puede garantizar
que el comportamiento del sistema original y de su linealizacion es “similar”, tal relacion
esta dada por el teorema de Hartman-Grobman.

Definicién 2.8. Sea z = x* un equilibrio del sistema @(t) = f(z), x € R". Entonces z* es

llamado hiperbdlico si todos los eigenvalores de D f(x*) tienen parte real distinta de cero.

Un equilibrio que no es hiperbélico es llamado no hiperbaolico.

Teorema 2.4 (Hartman-Grobman). Sea 2/ = f(x) un sistema de ecuaciones auténomas
no lineal y sea x* un equilibrio hiperbolico de éste, entonces el sistema ' = D f(z*)z y

' = f(x) son localmente cualitativamente equivalentes.

10



El polinomio caracteristico de un sistema de ecuaciones no lineal de la forma
' = f(x) (2.3.11)
alrededor de un punto de equilibrio z* esta dado por
P(\) =det(Df(z*) — M), (2.3.12)

y las raices de P()\) son los eigenvalores o valores propios del sistema.

Asi, dado un punto de equilibrio x*, el polinomio caracteristico del sistema alrededor de

ese punto P(A) y sean Ay, ..., A, las raices de P(\), tenemos lo siguiente:
i) Si Re();) <0 Vi entonces z* es un equilibrio localmente estable de (2.3.11).
ii) Si Re(A;) > 0 para alguna i entonces es inestable.

iii) Si Re()\;) = 0 para alguna i entonces no podemos asegurar nada sobre la estabilidad

de z*, no cumple con las hipétesis del teorema de Hartman-Grobman.

Observacion 2.5. Decimos que la estabilidad es local porque el teorema de Hartman-

Grobman garantiza la similitud del sistema con su linealizacion a nivel local

2.3.1. Ciriterio de Routh-Hurwitz

El problema del estudio de la estabilidad de los sistemas de ecuaciones lineales ho-
mogéneos con coeficientes constantes se reduce al analisis de los signos de las partes reales
de los valores propios o raices de la ecuacién caracteristica. Pero si ésta es de grado el-
evado, su solucion puede ser muy dificil. Es por ello que conviene disponer de métodos
que permitan discernir el signo de la parte real de las raices sin necesidad de resolver la

ecuaciéon caracteristica. El més significativo de ellos es el siguiente Criterio:
Criterio de Routh-Hurwitz 2.6 (ver [12]). Para que las raices del polinomio
f(2) = apz" +ar12"t + -+ a,(ag #0)

todas tengan parte real negativa, es necesario y suficiente que se cumplan las siguientes

desiqualdades.
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apA; > 0,a1A9 > 0,--- ,a9A, >0 n par,A, >0 n impar (2.3.13)
Observacion 2.7. Si ag > 0 estas condiciones se reducen a

A >0,A>0,---,A,>0 (2314)

Usando la notacién usual de polinomios f(z) = agz™ + ;2" ' + -+ + an(ag # 0) si

ag > 0, la condicién de Routh-Hurwitz se escribe de la siguiente manera.

a; asz das 0
apg Q2 G4 0
a; as as
a; as 0 ay as --- 0
a; > 0, >0, |ay ay a4 | >0,---, >0 (2.3.15)
ag G2 0 ag ao 0

0 ay; as

Qn

Un polinomio f(z), con coeficientes reales que satisfacen la condicién (2.3.13), es decir
un polinomio que tienen todas sus raices con parte real negativa, es usualmente llamado

polinomio de Hurwitz.

2.4. Teoria de estabilidad global asintética

2.4.1. Funcionales de Lyapunov y principio invariante de LaSalle

Las siguientes definiciones y teoremas fueron tomadas de [13].

Usar funcionales de Liapunov nos permite obtener una condicién suficiente, para la es-
tabilidad e inestabilidad de los equilibrios de un sistema de ecuaciones diferenciales con

retardo. Es similar al segundo método de liapunov de ecuaciones diferenciales ordinarias.

El resultado de la estabilidad obtenida mediante este método es frecuentemente global. En
contraste el estudio de la estabilidad local, es obtenida mediante el analisis de la ecuacién

caracteristica.
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A continuacion, presentaremos el método de las funcionales de Liapunov en el contexto

general RDDFE,
T = f(t, ), (2.4.16)

donde f : R x C' — R"™ es completamente continua y f(0,t) =0.Sea V : R x C — R

continua y z(o, ¢) es una solucién de (2.4.16) pensando (o, ¢). Denotemos

V=V (t¢) = T [V(t+hn(t, ) = V(t,0)

En algunos casos reemplazaremos V (¢, ¢) por la notacién Va414(t, @), para enfatizar la
dependencia en la ecuacién.

El siguiente teorema contiene resultados generales de estabilidad de el método de fun-
cionales de Liapunov. Este teorema es importante, para detalles de la demostracion con-
sultar [13].

Teorema 2.8. Sea u(s),v(s),w(s) : Rt — R continuas y no decrecientes, u(s) >
0,v(s) > 0 para s > 0, y u(0) = v(0) = w(0) = 0. Entonces las siguientes afirmaciones

son verdaderas
i) Si extiste una V : R x C — R tal que
u(lp(0)]) <V (L, ¢) <o(llol),

entonces x = 0 es uniformemente asintoticamente estable.

ii) Si ademds de (i), lims_, o u(s) = +oo, entonces las soluciones de (2.4.16) son
uniformemente acotadas (es decir, para o > 0, existe un = f(«) tal que, para toda
cgeR, ¢, o] <a, tenemos que x(o,¢)(t) < S, para toda t > o).

iii) Si ademds de (i), w(s) > 0 para s > 0, entonces v = 0 es uniformemente asintotica-

mente estable.

Decimos que V : R x ' — R es una funcional de liapunov si satisface la primera

afirmacion del teorema (2.8).

El siguiente teorema da una condicién suficiente para la inestabilidad de la solucién z = 0

de la ecuacién (2.4.16).
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Teorema 2.9. Suponga V(¢) es una funcional escalar completamente continua en C vy

existe un v > 0 y un conjunto abierto U en C' tal que

i) V(gp) >0 en U, V(¢) =0 en la frontera de U; 0 € CL({U N B(0,7));

i) V() < u(|p(0)]) en UN B(0,7);

iii) V(o) > w(¢(0)) para (t,¢) € [0,00) x UN B(0,7), donde

V(6) = limy e 7 [V (winlt, 6)) — V()]

donde u(s), w(s) son continuas, positivas y crecientes para s > 0, u(0) = w(0) = 0.

Entonces x = 0 es inestable.

Para sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias auténomos, el teorema de liapunov-
LaSalle es una herramienta efectiva para establecer una condicién de suficiencia para la
estabilidad global de los puntos de equilibrios o para un atractor en general. Ahora con-

sideremos la siguiente ecuacién

#(t) = f(z0), (2.4.17)

donde f : ¢ — R" es completamente continua y las soluciones de (2.4.17) son tunicas
y continuamente dependiente de la condicién inicial. Denotemos por z(¢) la solucién de

(2.4.17) pensando en (0, ¢). Para una funcién continua V' : C' — R definimos

V(6) = Vaurn(6) = lm ~[V(2a(6)) — V(&)

h—0+ h
la derivada de V' a lo largo de la solucién de (2.4.17). Antes de enunciar el teorema tipo
liapunov-LaSalle para RDDE( f) para la ecuacién (2.4.17), necesitaremos la siguiente defini-
cion
Definicién 2.9. Se dice que V : C' — R es una funcional de liapunov sobre un conjunto

G en C para la ecuacién & = f(z,), si es continua en la cerradura de G'y V < 0 sobre G.

Sea

E={¢ € CLG : Vau17(¢) = 0},

M = Es el conjunto més grande en F, lo cual es invariante con respecto a & = f(x).
El siguiente resultado es el teorema tipo Liapunov-LaSalle.
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Teorema 2.10. 5@V es una funcional de Liapunov sobre G y x; es una solucion acotada de

& = f(xy) que permanece en G, entonces w(¢) C M, esto es x; — M cuando t — +o0.

Corolario 2.11. Si V es una funcional de liapunov sobre Uy = {¢ € C : V(¢) < I}
para & = f(xy) y existe una constante K = K (1) tal que ¢ € U, implica que |¢p(0)| < K,
entonces, para ¢ € U;, w(¢p) C M.

Corolario 2.12. Supdnga que a(.),b(.) son continuas y no negativas, a(0) = b(0) = 0,
limy, 1 a(s) =400 yV:C — R es continua y satisface

V(9) = a(|(0)]), Vaair(d) < =b(|6(0)]).

Entonces la solucion de (2.4.17) es uniformemente estable, y cada solucion es acotada. Si
ademdas b(s) > 0 para s > 0, entonces x = 0 es globalmente asintdticamente estable; es

decir cada solucion de (2.4.17) se aproxima a v =0 cuando t — +o0.

2.4.2. Teorema de comparacion

El teorema de comparacion se usa para establecer la estabilidad global de los equilibrios

de un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma
f(t, x), (2.4.18)

comparando las soluciones del sistema (2.4.18) con las soluciones del sistema diferencial

con desigualdad
5< f(ta) 62> f(t,a), (2.4.19)
en un intervalo. Debemos mencionar que la solucién del sistema (2.4.18) debe ser tinico.

Teorema 2.13. (Teorema de comparacion) Una funcion f es continua en R x E y de tipo
K, donde E es un subconjunto abierto de R™. Sea x(t) una solucion de & = f(t,x) definido
en el intervalo [a,b]. Si z es una funcion continua en [a,b] satisfaciendo z < f(t,x) en
(a,b) con z(a) < x(a), entonces z(t) < x(t) para toda t € [a,b]. Siy(t) es continua en |a, b]
satisfaciendo y > f(t,z) en (a,b) con y(a) > x(a) entonces y(t) > x(t) para toda t € [a,b].
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2.5. Soluciones periédicas y mapeo de Poincaré
Consideremos el siguiente sistema no auténomo
i=f(t,z), (t,z) ER"xR (n>2). (2.5.20)

donde f € C(E) y E es un subconjunto abierto de R™.

Definicién 2.10. (Solucién periédica) Una solucién no constante del sistema (2.5.20),

x(t), se dice que es periddica si existe una constante w tal que
z(t +w) = z(t)
para toda ¢t y w > 0. El periodo de la solucion es el minimo de tal w.

Suponga que ¢(t, z) representa el flujo del sistema (2.5.20). Entonces ¢(.,z) define
una solucién cerrada si y solo si para toda t € R, ¢(t + w,z9) = ¢(t,z0) para w > 0.
El tiempo minimo donde esta igualdad se mantiene es llamado el periodo de la érbita
periédica ¢(t, ). La estabilidad de las 6rbitas cerradas, o soluciones periédicas pueden ser
analizados en términos de la caracteristica de los multiplicadores de Floquet (o usando una

aproximacién geométrica, basado en el mapeo de poincaré).

Definicién 2.11. Suponga que A(t), una matriz con entradas continuas de R™", es
periddica en t con periodo w. Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales de primer

orden
X = At)X. (2.5.21)

Si X(t), con X (0) = I, es una n X n matriz solucién del sistema (2.5.21), entonces la matriz
de monodromia es X (w). Los eigenvalores de la matriz son los multiplicadores de Floquet
del sistema (2.5.21).

Definicién 2.12. Un mapeo de poincaré de una seccion local S, es el mapeo P: S — S
definido por P(x) = ¢(7,x), para x en un subconjunto abierto de S y 7(z) es el primer

regreso del flujo a S.

Si x*(t) es una solucién periédica (una dérbita cerrada) pensando en el punto xy en el

sistema (2.5.20), y S es el hiperplano perpendicular a 7y en xq (es decir xq es el punto donde
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~ intersecta a S). Entonces para un punto x € S suficientemente cerrado a z, la solucién
de (2.5.20) pensando x en t = 0, dado por ¢(t, x), podria intersectar a .S nuevamente en el
punto P(z) cercano a xy. La primera vuelta del mapeo (o mapeo de poincaré) P : S — S

esta dado por ¢(t, ).

El mapeo de poincaré es construido considerando un sistema dindmico discreto surgiendo
del flujo ¢(t,x) = ¢;(x) del campo vectorial dependiendo del tiempo de (2.5.20). Para més

detalles consultar [14].

Consideremos un punto periddico de perfodo n > 1 (P/ = xg, pero P"(xy) # xo, para
1 < j <n—1) correspondiendo al periodo subharmonico de periodo nw [14]. P™ represen-
ta la composiciéon de P n—veces (Po Po Po---o P). Por ejemplo, P%(y) = P(P(y)). El
valor positivo mas pequeno n, en el cual la igualdad se cumple es el periodo de la dérbita.

Tal punto periédico siempre debe venir en el conjunto de {n : zg, x1, ..., 2,1} tal que
rig1=P(xr;), 0<i<n—2 yx9g=P(x,1).

Como P es w—periddico, se sigue ¢(z,nw) = ¢"(z,w), donde, P = ¢(x,w). Notemos que
2o es un punto fijo del mapeo P y corresponde a la érbita periddica de periodo w para
el flujo. El mapeo P reduce a estudiar la estabilidad de la drbita peridédica ~(t), para la

estabilidad de un punto fijo, xy.

2.5.1. Estabilidad de las soluciones periédicas y el mapeo de

Poincaré

Definicién 2.13. (Estabilidad de las soluciones periédicas) La solucién periédica, v, es

estable si para cada € > 0, existe un ¢ tal que
|z —zo|| <0 = [|P"(x) — 0] <€, Vn>0.
Asi, la solucién periddica, 7, de un sistema dindmico continuo es estable si y solo si el
punto fijo, zg, del sistema dindamico discreto es estable.

Definicién 2.14. La solucién periddica 7 es asintoticamente estable si es estable y si existe
un 0 > 0 tal que

|z — xo]| < 0= lim P"(z) = zo.
n—-ao0
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Se sigue de las definiciones enunciadas anteriormente que, la orbita peridédica de un
sistema dindmico continuo es asintéticamente estable si y solo si, el punto fijo zq, del

sistema dindmico es asintOticamente estable. Ademaés

= La linealizacién del mapeo P en el punto fijo zy es 2 (). Esta linealizacién del

mapeo de poincaré, es usada para el estudio de estabilidad del punto fijo correspon-

diendo a la orbita periddica

P(x) —x¢ = g—i(xo)(x —x9) + O(2).

= Sea A, Ao, ..., A\,_1, los eigenvalores de la linealizacién del mapeo. Si el modulo de
todos los eigenvalores son menores que 1, entonces xg es estable. Si existe al menos

un eigenvalor con modulo mayor 1, entonces z( es inestable.

Teorema 2.14. Sea 7y una drbita cerrada estable. Entonces los eigenvalores de DP(xy) no

tienen valores mayores que 1, donde xqy es un punto en 7.

2.6. Permanencia

La teoria de persistencia o (permanencia) ha sido desarrollada en el area de los sistemas
dindmicos con importantes aplicaciones en la ecologia matemaética y en epidemiologia. La
persistencia es un concepto importante en la dinamica poblacional pues se caracteriza por la
supervivencia, de alguna o todas las especies que estan interactuando en un ecosistema. En
la epidemiologia, la persistencia de enfermedades infecciosas, tiene dos fases : persistencia
de la enfermedad (brote endémico) y la supervivencia de la poblacién. Ambas fases se
direccionan a la multitud poblacional, pues la poblacién podria aumentar en ausencia de
la enfermedad.

En este trabajo utilizaremos la teoria de permanencia, para sistemas de dimension
infinita, desarrollado por Hale y Waltman [15]. En esta seccién plasmaremos los resultados

mas importantes sobre esta teoria.

Definicién 2.15. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Un sistema dindmico (semigrupo
no lineal) es una familia de aplicaciones {®(t) : X — X, ¢ > 0} tal que

1) Para cada ¢t > 0, ®(¢) es continuo.
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2) Para cada z € X, t — ®(t)x es continuo.
3) ®(0) es igual a la identidad en X.
4) O(s)(P(t)z) = (s +t)x para todo x € X y s,t > 0.

Definicién 2.16. La drbita positiva v (z) a través de x es definida como
v = (@)}
£>0
El conjunto w—limite es definido como
wiz) = () [J{e®)a},
T>0t>7
Si B es un subconjunto de X, definimos el conjunto w—Ilimite como
w(B) = (" J{e® B},
T>0t>T1

donde
o(t)B = | J{®(t)z}.

z€B

Observacién 2.15. Una observacion con respecto a w(B). Es tentador considerar el con-

U w(z).

zeB

junto

como un candidato para el comportamiento limite para el conjunto B ya que contiene los
conjuntos w—limite de cada punto de B. Este conjunto en general es mucho mas pequeno
que el conjunto w(B). De hecho, conjuntos w—limite de puntos de B podrian ser disconez-
0s aun cuando w(B) es conezo. Desde el punto de vista del comportamiento cualitativo de
la dindmica generada por el semigrupo ®(t), es necesario considerar los conjuntos w(B)
definidos anteriormente.

St los puntos x o los conjuntos B tienen orbitas negativas, podemos definir el conjunto
a—limite a(x) de x y el conjunto a—limite a(B) de B de una manera similar tomando
en cuenta la posibilidad de que existan multiples orbitas negativas. Algunas veces es conve-
niente tener el conjunto a—limite de una drbita completa, y(z) a través de x. Denotamos

este por a.,(x).

19



Definicién 2.17. Un conjunto B se dice que es invariante si
®(t)B =B parat>0.

Definicién 2.18. Se dice que un conjunto A C X es un atractor global si A es un conjunto
compacto maximal e invariante. Ademas, para cada conjunto acotado B C X, y para e > 0
existe un 7 = 7(¢, B) > 0 tal que dist(®(t)x, A) < ¢, para cada ¢ > 7 y uniformemente en

r € B. Aqui “dist” denota la distancia de un punto a un conjunto.

En particular esto implica que w(B) existe y pertenece a A.

Definicién 2.19. El semigrupo ®(t) se dice que es puntualmente disipativo en X si existe
un conjunto B en X acotado y no vacio tal que, para cada x € X, existe tg = to(x, B) tal
que ®(t)x € B para t > t.

El siguiente teorema nos ayuda a mostrar la existencia de atractores globales.
Teorema 2.16. S
1) Existe un ty tal que ®(t) es compacto para t > tg, y

2) ®(t) es puntualmente disipativo en X, entonces existe un atractor global no vacio A
en X.

Definicién 2.20. Un subconjunto M invariante y no vacio de X es llamado un conjunto
invariante aislado si existe una vecindad U tal que M C U y M es invariante maximal. La

vecindad U es llamada una vecindad aislada.

Definicién 2.21. El conjunto estable o atractor de un conjunto compacto invariante A es

definido por
We(A)={z:2 € X,w(x) #0,w(x) C A}

El conjunto inestable o repulsor es definido por
W*(A) = {z : z € X, existe una dérbita negativa y(z) tal que a,(z) # 0, a,(x) C A}

Supongamos ahora que X = X% U 9X?, donde X° es un conjunto abierto y 0X° es la

frontera de XV.
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Definicién 2.22. El semigrupo ®(¢) se dice que es persistente si para cada x € X°,

lim inf d(®(¢)x, 0X°) > 0.

t—00

El semigrupo ®(t) se dice que es uniformemente persistente si existe un n > 0 tal que ,
para cada x € X©,
lim inf d(®(t)z, 0X°) > 7.

t—ro0

Observacion 2.17. Que ®(t) sea persistente no necesariamente implica que sea uniforme-

mente persistente.

Definicién 2.23. El semigrupo ®(¢) se dice que es permanente si es puntualmente disi-

pativo y uniformemente persistente.

Definicién 2.24. Sean M, N conjuntos invariantes aislados (no necesariamente distintos).
Decimos que M esta encadenado a N, escrito M — N, si existe x ¢ M U N tal que
xe WY M)NW?H(N).
Una sucesion finita My, Mo, ..., M}, de conjuntos invariantes aislados, se llama una cadena
si,

My — My — -+ — My (My — My, sik=1)

La cadena sera llamada un ciclo si M, = M;.
Supongamos ahora que el semigrupo fuertemente continuo ®(¢) sobre X satisface
d(t): X° — X ®(t): 0X° — 0X°, (2.6.22)
y que existe el atractor global Hy en 9X°. Definamos

Hy = U w(z).

z€Hy

Definicién 2.25. Se dice que Hy es aislado si existe un cubrimiento M = Ule M; de
H, donde los conjuntos M; son disjuntos dos a dos, compactos, aislados e invariantes para
S |axo y S. M es llamado un cubrimiento aislado.

Ahora, Hy se llamar aciclico si existe un cubrimiento aislado M = Ule M; de Hy tal que

ningtn subconjunto formado por los M; forma un ciclo.

El siguiente lema es el resultado principal para establecer la permanencia.
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Lema 2.18. Suponga que ®(t) satisface (2.6.22) y las condiciones siguientes
1. Eziste un to > 0 tal que ®(t) es compacto para t > ty,
2. ®(t) es puntualmente disipativo en X,
3. lf[a = Uzem,w(z) es aislado y tiene un cubrimiento aciclico M = UleMZ-.

Entonces ®(t) es uniformemente persistente si y solo si, para cada M; C M W*(M;)NX° =
0, fori=1,2,... k.

2.7. Derivacién analitica del nimero reproductivo

basico Ry

2.7.1. Operador de la préxima generacién: Método para sistemas

autonomos

El método del operador de la prézima generacion (para sistemas auténomos) [9] es
tipicamente usado para establecer la estabilidad asintética local del equilibrio libre de in-
feccién de modelos epidemioldgicos. La formulacién (para el método), desarrollado en [9],

la describiremos a continuacién.

Consideremos un modelo de transmisién de enfermedad, con condiciones iniciales no neg-

ativas definida por el sistema:
i = fi(z) = Fi(z) - i(x) (2.7.23)

donde V; = V; — V', V7 representa la tasa de transferencia de individuos fuera del

i
compartimento ¢, la tasa de entrada de individuos por otros significados es representado
por V" y Fi(x) es la tasa de entrada de nuevos individuos infectados en el compartimiento
i. Asumimos que las funciones (F; y V;; i = 1,2,...,n) satisfacen las condiciones (A1) —
(A5) que enunciaremos mas adelante. Ademéds se asume que las funciones son doblemente
continuamente diferenciable encada una de las variables [9]. Sea X el conjunto de todos

los estados libre de infeccién (variables de estado no infectados) del modelo (2.7.23), tal
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que
XS:{I'ZOZZEiZO,Vizl,Z,"',m},

donde, z = (z1, 29, ,x,)T, 7; > 0 representan el nimero de individuos en cada compar-

timento del modelo (2.7.23).
(A1) Six; >0, entonces F;, V;", V. >0 parai=1,...,n.

(A2) Si z; = 0, entonces V; = 0. En particular si € X, entonces V;, = 0 para i =

1,...,m.
(A3) F,=0sii>m.
(A4) Six € X, entonces Fi(z) =0y V" (z) =0 parai=1,...,m.

(A5) Si F(x) es el conjunto cero, entonces todos loe eigenvalores de D f(z) tienen parte

real negativa.

Definicién 2.26. [[16] M —matriz] Una matriz de n x n A = [a;;] con a;; < 0 para toda

i # j es una M —matriz, si A es no singular y A~! es no negativa.

La definicién (2.26) implica que una matriz de n X n es una M —matriz si y solo si cada
entrada fuera de la diagonal de A es no positiva y las entradas en la diagonal son todas

positivas.

Lema 2.19. Sixq es un equilibrio libre de infeccion satisfaciendo los aziomas (A1) — (Ab),

entonces las derivadas DF (zo) y DV(xy) son particionadas como

DF(xg) = (1; 8) , Yy, DV(x0) := (Z ](l) )

donde F' y V' son matrices de m X m definidas por
OF; IV, o
F= ﬂ y, F'= ﬂ conl <1,73,<m.
c%cj 3xj
Ademds, F' es no negativa, V es una M —matriz no singular y Jz, J4 son matrices asociadas

con los términos de transicion del modelo, y todos los eigenvalores de J, tienen parte real

positiva.
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Teorema 2.20. Considere el modelo dado por (2.7.23) con f(x) satisfaciendo los aziomas
(A1) — (AB). Si xg es un equilibrio libre de infeccion del modelo, entonces xq es localmente
asintéticamente estable si Ry = p(FV™') < 1 (donde p es el radio espectral), pero es
inestable st Ry > 1

El método de la proxima generacion ha sido extendido para sistemas no autonomos
[10].

2.7.2. Numero Reproductivo basico en entornos periodicos

Presentaremos una extensiéon para casos periddicos desarrollados por Wang y Zhao [10].

Consideramos una poblacion heterogénea, en el cual los individuos pueden ser agrupa-
dos en n compartimientos homogéneos. Supongamos que los compartimientos pueden ser
divididos en dos tipos: compartimientos infectados, etiquetemoslo i = 1,2,---,m, y com-
partimientos no infectados y etiquetemoslo, ¢ = m + 1,--- ,n. Definamos a X, como el

conjunto de todos los equilibrios libres de infeccion

Xe={x>0:2;,=0,¥Vi=1,2,...,m}.

Sea F;(t,x) la tasa de entrada de nuevos de individuos infectados en el compartimien-
to i-th, V;" la tasa de entrada de individuos por otros significados (por ejemplo tasa de
natalidad, tasa de inmigracion ), y V; la tasa de transferencia de individuos fuera del
compartimiento i (por ejemplo, muertes, recuperacién , emigracién). Asi, el modelo de
transmision de la enfermedad en un sistema periddico, se escribe como un sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias periddicos.

dIZ‘
dt

= Fi(t,z) = Vi(t,z) = fi(t,x), i=1,2...,n, (2.7.24)

donde V; = V' — V. Suponga que el modelo (2.7.24) tiene una solucién libre de
infeccién periddica z°(¢) = (0,---,0,20 4, -+, 20 )T con 2f > 0 ,m+1 < i <n para toda

t.Sea f = (fi, -, fu)? vy definamos las siguientes matrices
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M(t) == <6f¢(t,x°(t))

. )
Ox; )m+1§i,j§n

F(t) o= (2520

Ly V() = (2L
oz )1§z‘,j§m y, V()

Oz )1§z‘,j§m

entonces

D, F(t,2°(t)) = (F(()t) 8), y, DV(t,2°(t)) :== <V(t) 0 >

donde J(t) es una matriz de (n — m) x n.

denotemos I'(t) a la matriz de monodromfa del sistema periédico % = P(t)z. Suponga

que

(A1) Para cada 1 < i < n, las funciones F;(¢,z), V;"(t,x), Vi (t,z) son no negativas y

continuas en R x R’ y continuamente diferenciables con respecto a .

(A2) Existe un ntumero real 7' > 0, tal que para cada 1 < ¢ < n, las funciones F;(¢, z),

ViF(t, ), V; (t,x) son T periédicas en .

(A3) Si z; = 0, entonces V; = 0. En particular si z € X, entonces V; = 0 para i =

1,...,m.
(A4) F; =0 parai > m.
(Ab) Siz € X, entonces Fi(t,x) = V;(t,x) =0 parai=1,...,m.
(A6) p(T'p(T)) < 1, donde p(I'p (7)) es el radio espectral de I'y (7).
(A7) p(I'-v(T)) < 1.

Sea Y (s,t), t > s un operador del sistema lineal T-peri6édico

dy _

o= V(Y

es decir, para cada s € R la matriz Y (s,t) de m x m satisface

dY (t,s)
dt

= V()Y (t,s) VE>s Y(s,s)=1,
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donde I es la matriz identidad de m xm. Sea Cr el espacio ordenado de Banach de todas las
funciones T- peridédicas que van de R a R™ el cual usa la norma méximo y el cono positivo

Cl ={¢€Cr: o) >0,Vt >0}. Entonces definamos el operador lineal L : Cr — Cr

(L) (1) = /OOO Y(tt— a)F(t — a)p(t — a)da, Y€ R, &€ Cy,

a L se le llama el operador de la préxima infeccion. y se define el radio espectral de L,

como el nimero reproductivo basico
RO = p(L)7

para el modelo epidemioldgico periddico (2.7.24).

Los siguientes resultados muestran que Ry es un parametro para estudiar la estabilidad

local del equilibrio libre de infeccién peridédico.

Teorema 2.21 ([10],Teorema 2.2). . Suponga que se cumple (Al) — (AT). Entonces las

siguientes afirmaciones son validas.
1) Ry =1 siy solo si p(Tr_v(T)) = 1.
2) Ry > 1 siy solo si p(Lp_y(T)) > 1.

3) Ry <1 siy solosi p(IT'p_y(T)) < 1.

Asi 29 es asintéticamente estable si Ry < 1 e inestable si Ry > 1.

El siguiente resultado da una féormula explicita para calcular el Ry.

Teorema 2.22 ([10],Teorema 2.2). . Suponga que se cumple (Al) — (A7) entonces las

siguientes afirmaciones son verdaderas.

1) Si V(t) = diagonal(Vi(t), -, Vn(t)) y F(t) = diagonal(F(t),- -, F,(t)), entonces

RO = méxlgigm{%}.

2) SiV(t) =V y F(t) = F, son dos matrices constantes, entonces Ry = p(F~'V) =
p(FV1).
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Capitulo 3

Sistemas Autonomos SIR con retardo

3.1. Formulacion de los modelos

En el 2009 Dahari y sus colaboradores [17], desarrollan un modelo basico de infeccién
viral con transmision mitética y cura de células infectadas, este modelo fue desarrollado
para la hepatitis B y C, extendiendo el modelo bésico [18, 19] incluyendo la proliferacién de
densidad dependiente para hepatocitos infectados y no infectados y la curacion espontanea
de células infectadas. El modelo dado en [17] es el siguiente sistema no lineal de ecuaciones

diferenciales:

Tmazx

Y1) = Ba(tu(t) +ry(t) [1 - 20| — (a1 o)y(t), (3.1.1)
V(t) = ay(t) —yo(t).

Donde z,y,v la concentracion de células no infectadas, células infectadas y virus libre,

Z(t) = s+rat) [1 - M] — p(t) — Br(t)o(t) + y(t),

respectivamente. Todos los parametros se asumen que son constantes positivas. En este
modelo las células no infectadas son generadas por una tasa constante s y mueren con
una tasa p por célula infectada. Esas células son infectadas por una tasa (. Las células
infectadas mueren con una tasa « y posiblemente curadas por un proceso no citolitico
con una tasa constante J por célula. Debido a la carga viral en las células virus-infectados
asumimos, ¢ < «. En otras palabras asumimos que el promedio del tiempo de vida de
las células infectadas (é), es mas corto que el tiempo de vida de las células no infectadas

(i) La proliferacién de células infectadas y no infectadas, la division mitdtica obedece
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al crecimiento logistico. La proliferaciéon mitética de células libre de infeccién es descrita
1— z(t)+y(t)

Tmazx Tmazx

por rz(t) [1 — M] y la transmisién mitética ocurre en ry(t) [ ], que es la
division mitética o células infectadas. Las células infectadas y libre de infeccién crecen con
la misma tasa constante r y &, €s el maximo nimero de células de la proliferacion. Las
células infectadas producen viriones con una tasa o, por cada célula infectada y v son las

células libres de virus.

Liu, Wang, Hu y Ma [20] estudiaron la estabilidad global del Equilibrio endémico, del
sistema (3.1.1), usando la aproximacién geométrica, desarrollado por Li y Muldowney [21].
Los autores consideraron N como nimero de virus liberados por cada produccién de células
infectadas CD4"T. El ntimero critico N, que estd determinado por los parametros del
sistema, asegura la existencia del equilibrio positivo. Ademas si N < N,.;;, entonces existe
un unico equilibrio libre de infeccién localmente asintéticamente estable. Si N > N, en-
tonces el sistema es persistente y existe un solo equilibrio endémico globalmente asintética-

mente estable en la region factible.

Recientemente Muroya y Enatsu [22] , aplicaron la técnica de funcionales de lyapunov,
y la iteracion mondtona para establecer una condicién suficiente para la estabilidad global
del equilibrio endémico de (3.1.1). Definieron un Ry que determina la estabilidad de los

equilibrios.

Vargas-De-Ledn [23], analizé el siguiente modelo

() = A palt) — Baltyo(t) + ule),
y(t) = Br(t)u(t) — (a+0)y(t), (3.1.2)
V'(t) = oyt —T1)e o —yu(t).

Inicialmente la liberaciéon de viriones son inmaduros y subsecuentemente se van convir-
tiendo en particulas infecciosas. El retardo 7 representa el tiempo necesario para la nueva
produccién de viriones que llegan a madurar y convertirse en particulas infecciosas. La
probabilidad de supervivencia de los viriones inmaduros esta representado por e ¢7 y el

promedio de vida de los virus inmaduros esta dado por %. El sistema (3.1.2) prueba que la
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estabilidad esta completamente determinada por el nimero bésico reproductivo Ry y us-
ando funcionales de lyapunov encuentra una condicién suficiente para la estabilidad global

del equilibrio endémico.

Rui Xu [25] analizo el siguiente modelo de HIV-1:

() = s—px(t) — Ba(t)o(t)

1+kov(t) ?
y (1) = EEuen) —ay(t), (3.1.3)
v'(t) = oy(t) — ().

Donde el pardmetro 7 cuenta el tiempo entre la entrada viral en la célula madre y la
produccién de nuevas particulas de virus. m es una tasa constante de muerte para infectados
pero que todavia no estan produciendo virus. Asi la probabilidad de supervivencia en el
periodo de tiempo t — 7 a 7 es e 7. En este modelo con tasa de saturacién y retardo
intracelular el autor analiz6 la estabilidad del equilibrio libre de infeccién y la estabilidad
del equilibrio endémico. El término kv, en el denominador, modela la interferencia mutua
entre virus. Usando Funcionales de lyapunov y el principio invariante de LaSalle prueba
que si el Ry < 1 el equilibrio libre de infeccion es globalmente asintéticamente estable. Si
Ry > 1 el equilibrio crénico es globalmente asintéticamente estable.

Inspirado y motivado por el anélisis de los sistemas (3.1.1) y (3.1.2). Incorporamos el
retardo 7 > 0 y la tasa de saturacién al modelo (3.1.1), obteniendo el primer modelo que

analizaremos en este trabajo:

Z(t) = s+rzt) [1 - 7’“;)7:&1@} — par(t) — SEE 4 Gy (1),

y(t) = 2080 4y [1 - w] — (a+8)y(t), (3.1.4)

V'(t) = oy(t—T)e o —u(t).

Las variables y las constantes del sistema (3.1.4) tienen el mismo significado que el sistema
(3.1.1).

Basados en los modelos (3.1.1) y (3.1.3). Incorporamos el retardo 7 > 0 y la tasa de
saturacion con retardo al modelo (3.1.1), obtenemos el segundo modelo que se analizara en

este trabajo:
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() = s+rz(t) [1 - W} — par(t) — SO 4 Gy (1),
Y1) = SO oy () [1 - SO (a1t b)y(0), (3.1.5)

St = oyt —rold). |

Las variables y las constantes del sistema (3.1.5) tienen el mismo significado que el sistema

(3.1.1) y (3.1.2).

3.2. Modelo con transmision mitdética, tasa de cura y
retardo incluido en la produccién viral

En esta seccién analizaremos la dindmica del modelo de infeccién viral (3.1.4) con trans-

mision mitética y cura de células infectadas. El retardo, nos indica el tiempo necesario para

la produccién de nuevos virus que con el tiempo se convierten en células infecciosas para

la produccion de virus.

Considere el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

dg;it) = s+ rx(t) [1 — 7“2:3@)} — px(t) — 7?3_(2252 + oy (1),
d
Z(tt) - f "1(228 +ry(t) [1 _ 7x(t;+ y(ﬂ — ay(t) — dy(t), (3.2.6)
do(t) o\
— = ¢ y(t — 1) —yo(t).
Denotamos por C' el espacio de Banach de funciones continuas ¢ : [-7,0] — R con la

norma del supremo

[0l = sup {[o1],[¢a], |os]}
—7<6<0

donde ¢ = (¢1, ¢a, ¢3), ademds sea
Cy ={(¢1,2,03) €C:¢; >0 VO € [-7,0],i=1,2,3}
con condiciones iniciales para el sistema (3.2.6)
z(0) = ¢1(0) >0, y(0) = ¢2(0) > 0,v(0) = ¢3(0) >0 6 € [—7,0]. (3.2.7)
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3.2.1. Positividad de Soluciones

Lema 3.1. Todas las soluciones del sistema (3.2.6) con condicion inicial (3.2.7) son pos-

itivas,

Demostracion. Sea t; =sup{t >0:x >0,y > 0,v > 0}. para todos los valores del tiempo
t en el intervalo [0,¢]. Claramente ¢t; > 0 y si 0 < ¢ < t; entonces uno de los siguientes
tres elementos, x(t1), y(t1), v(t1) debe ser cero. Se sigue de la primera ecuacién del sistema
(3.2.6) que

Z(t) = s+rat) {1 - W] — p(t) f‘i(tgzgg + oy(t)
> s+ rx(t) {1 - 73:(151;3(15)} — px(t) fi(t,izgg
x(t) +y(t) Bo(t)
= 5— (M—r—l—r [ — } + 1+/<w(t))x(t)

reescribiendo la desigualdad anterior:

sz_f (x( Pl s @@ @bt f] i )

N S@(“_T)H— T fot(:v(¢)+y(¢))d¢+fot 1525}%)61‘1"

luego

z(t)e (=)t 4+ fo! (@(0)+y())do+ [y 1£z<f;,)d¢ 2(0)

R S @(@) (@) dot [t 1220 dg
Z / se H—T)ut ZTmazx J0 zr Y 0 1+kv(e) du7
0

por tanto

r t t 5’”(4’)
z(ty) > JE(O)ef(“*r)tl*Imaz Jo! @@)+y(@)dé—[o gy de

R Al N ORI O e R / lB=r)ut i [ @O+ (@)do+ [ TERT 6 g,
0

> 0.

Usando el mismo argumento como el anterior, podemos verificar y(¢;) > 0y v(t;) > 0 para
todo t; > 0

y(ty) = y(O)ef(OhHs)tlffglr(l )\ g

I / BEOO) sty r(1-2520)a5 ) g,
0 1+ kv(o)
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v(ty)) = e MM |:U(O) +e /tl oe % y(¢p — 1)e’%dp| > 0.
0

Sea t € [0, 7] entonces ¢ —t € [—7,0], para toda ¢ € [0,7]. z(t) > 0, v(t) > 0, usando
las condiciones iniciales y(0) > 0y v(0) > 0 deducimos que v(t) > 0 para toda t € [0, 7], de
acuerdo a las igualdades anteriores deducimos que z(t), v(t) son no negativas en el intervalo
[0, 7]. Repitiendo este método se deduce que x(t),y(t),v(t) es no negativa en el intervalo

[7,27] v asi sucesivamente en el intervalo [n7, (n + 1)7] para n > 2. -

Teorema 3.2. Ezxisten constantes positivas tal que para toda solucion positiva (z(t), y(t), v(t))
del sistema (3.2.6) es acotada.

Demostracion. Sea (z(t),y(t),v(t)) una solucién con condicién inicial no negativa. Defi-

namos la siguiente funcién

B(t) = x(t) +y(t) +

v(t+71), n> 1.
ne ¢ o

Derivando a lo largo de la solucién de (3.2.6)

dB(t —1 t)+y(t
dt n ne 9o Tmax
_ TTmax a(n - 1) @y Lmaz ’
= s S pelt) = SR - (e ) = o o) () - 75
45 + rTmaes a(n—1) ay
= 4 pa(t) - Ty(t) B ne—QTUU(t +7).
Se sigue que
dB(t) 4s + TTmax
7 Bt) < ——.
o Bl < —

donde n = min{a(n—1)/n,v, p}. Thus, limsup B(t) < (4s + r&m,q.)/4n. Por lo tanto, x(t),
t—o0
y(t), y v(t) son acotadas para toda t > 0. Esto completa la prueba. -

3.2.2. Existencia del equilibrio infectado

Analizaremos y verificaremos la existencia del equilibrio infectado, con la metodologia

usada en [26]. Calcular los puntos de equilibrio de un sistema de ecuaciones con retardo,
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es equivalente ha hallar los equilibrios en el sistema cuando el retardo es igual cero.

r1+ B
0= 1-— — — 1) 3.2.8
s+ razy { . } Ty 1T Jeon + 01 ( )
By 1+ W%
= 1-— — ) 2.
0 1T fon + ryp r— (o +0)yy (3.2.9)
0=o0e "y, — vy, (3.2.10)

ge

De la ecuacion (3.2.10) se tiene v, = %, sustituyendo v; en (3.2.8) obtenemos:

oge” 97
xr1 + 595176 4
0284_743;1{1_17?/1}_”%_ ! + o
Tmax 1+k <L9"'y1)
v
- T1+ Y1 Boe Ty 14
=s+rxe |1— —ury — ——— Y1
Tmaz v+ koe 9Ty,
rel ray Boe Ty xy
=s+rpyg ——— —— —ur — —————— Y1
Tmax Tmax 7 + kae 97?/1
T, Y1 pBoe Ty
=— R — = ———— )z + by + 5).
Lmaz ! ( Tmax H 'y—}-ko'@QTyl) ' ( . )
asi
T, TY1 pBoe Ty,
i+ -7+ +u+——— 2y — (0y; +5s)=0.
Tras 1 ( Trona 2 o lmemyl) 1 ( n )

Nétese que nos queda una ecuacion cuadratica, donde las raices dependen de y;, y nos

interesa la raiz positiva.

Sea w1 = f(y1) una raiz, entonces las ecuaciones (3.2.8) y (3.2.9) queda de la siguiente

manera.
fly) + Boe™ " f(y1)
] ———=1 — — oy1 =0 3.2.11
s 1= 0] gy - Do T, (3211
Boe ™ f(y1)y fy) +
l]———" - 0y, = 0. 3.2.12
v+ koe=eTy, T Tmaz (a4 0)yn ( )
supongamos que y; = v; = 0 entonces de la ecuacién (3.2.11) se tiene la siguiente
cuadratica
r
s+rfy) — —— (1) — puf () =0
max
o equivalentemente
r

Flp)+ (m=r)fp) —s=0

xmax
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donde

) =222 (= fir - 22,

xmax

Luego

X max

xozf(o):M((r—M)Jr\/(r—u)% 4T8).

tomando valores para y; > 0 y usando el siguiente cambio de variable ay = o + ¢ entonces

la ecuacién (3.2.12) se convierte en:

Boe " f(y1)n
v+ koe 2Ty,

fy) +

xmax

+ iy {1— } —agy; = 0.

Dividamos la ecuacion anterior entre asy;

Boe= f(y1) T {1 _ M] _1=0
as(y + koeoryy) | as |

X max

Definamos

Pl — foe ) v {1 )+ yl] 1
as(y + koe=y1) s
o bien F(y;) = 1.
Geométricamente, podemos interpretar la ecuacién como la interseccién de la grafica
F(y;) con la linea F(y;) = 1, en el plano determinado por F' — ;.

Ahora supongamos que f(0) = 2°, entonces

F(0)

a7y %)

_ foe 2 LT [1 z0 } D

xmax

Tmazx

donde D = ’8"%9%0 +r [1 _ ] = a%. Consideremos

—or
Flg) = 277 ) [ f) b
a5(y + koeory) | ag e
asi la derivada es:
,o\_ BoemoT ((y+koe=®Ty)f (1) — fyn)koe TN\ | v (—f'(y1)— 1
Fly) = as ( (v + koe—e7yp)? ) * Qs ( Tmaz )
B Boe™ T _ r ’ _ 1 ( Boe"®koem T
B (a(s(W + koe—eTy;) aémeaz) fl) as (("/"' koe=eTy1)? T :Bm”) . N
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Notemos que F'(y;) depende de f’(y;), multiplicando la ecuacién (3.2.11) por m,

obtenemos

+r {1 _ fly) + yl} - Poe Ty oy _ 0. (3.2.14)

s
f(y1) v+ koe=Ty;  f(y)

xmax

Derivando implicitamente la ecuacién anterior

S N T ey T [(yFkoe®Ty1)Boe T — Boe”Tyrkoe™ T | f(y1)d — dy1 [ (y1) _
f2(yl)f w1) $mamf W) Tmax { (7+k0@79791)2 } * fQ(yl) 0
s T dy1 , B r yBoe~ e _ 4 _
(7t~ e~ 0) "0~ o+ i e ermy  Tom) =°
luego
r yBoe 8T ) r vBoe~ T )
Fly) = <xmar t Bikoe i) f(yl)) _ <xmax t Gkoeeryn)? f(y1))
h <_ s r b ) ( s 4 T4 Y1 )
f2(y1) Tmax f2(y1) 2(y1) Tmax f2(y1)
Asi
( Lt e T 7O ))
Tmazx +koe— o7
(o) = - : = (3.2.15)

s r oyl
<f2(yl) + Tmax + f2(y1)>

Ahora haciendo un cambio de variable en las ecuaciones (3.2.13) y (3.2.15), donde

—eT —eT . . .
a = ]""BT y b= ﬂ”eT, se tiene lo siguiente:

P = (oo~ e ) Y0 - o (0 + ) 6210

as(l+ay1) 5Tmas Qs

< r_oy b ) >

Tmae (1+ay1)?  fly1)

') =— - 5 -
<f25 + T + Y1 )

(yl) Tmax f? (y1)
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Sustituyendo (3.2.17) en (3.2.16) tenemos:

F'(y1)

()2 (o e ) ()
g 1+ ay1 Tmazx Tmax (1 + ay1)2 f(yl) f2 (yl) Tmazx

1 ab r
; ;5 ((1 + ayl)2 f(yl) + xmaz)

_ ( 1 ) ( rb N r? b2 N rb N bd ) )
- as :Bmaz(l + ayl) :B?naa: (1 + ay1)3 $maz(1 + ay1)2 (1 + ayl)f(yl) 33mazf(y1)

s+ 0y1 r )_1_i( ab r )
( f2(y1) * Tmazx as (1 + ay1)2 f(yl) + Tmazx

i) ( r )2_ rbayy B b2 n ) B rd (s+5y1 n r )_1
as Tmax Tmaz (14 ay1)? (14 ay1)3 (14 ay1) f(y1) Tmazf (Y1) f2(y1) Tmax

ab r
((1 + ayl) f(yl) + $maz)
s+ 0y1 r )_1 i( b )(s+6y1 r )_1
($maz) (f2(y1 * Tmazx + ags (1 + ayl)f(yl) fQ(yl) * Tmax

- )
Imaz

A
2~ 51~ 2|~

Usando (3.2.14)

bo __(3 +5y1+7")_( 2r N r +u—r)5
(1 + ayl)f(yl) B Y1 fZ(yl) fZ(yl) Tmax Tmaz¥1 xmaxf(yl) f(yl)yl ‘

entonces

1 2 ) L1 /6
ror < o (am) (G o ) o ()
as \Tmaz f (yl) Tmax as \Y1
B i( 2r -7 )(S+6y1+ r )71
ag Tmazly1l $mazf yl f yl Y1 f2 (yl) Tmazx

- ai((l_,_a 5 fy1) + )

Notemos que el minimo valor del denominador <S+5y1 > es

fQ(yl Tmax
(s+5-0+7“)_<s+7“)> r
f2 (O) xma;r 1-0 xma;r mmaax ’
luego

ron < 2 (52) (o) v ) o G ) ()
as \ Tmaw Tmaz as \y1 as \Tmaz¥1  Tmaxf(y1)  fy1)y1/ \Zmaz
1 ab r
; 075 ((1 +ayl)2 f(yl) * xmaz)
_ 0 73( r +u*r)( r )17 abf(y1)
(as)yr  as \Tmazf(y1)  fly1)y1/) \Tmaax (es)(1 + ay1)?

_ 1 0 r w—r r -1 B abf(y1)
B (as)f(y1) (as)y1 ($maz * f(yl)) ($maz) (as)(1 + ay1)? <0

A
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Notese que

r w—r r w—r 1 ra? s
(xmax ’ f(yl)) (wmax R ) 2" (u o xmax) g

Notemos que la derivada de F'(y;) es negativa para toda y; entonces F' es una funcién

decreciente. En la gréfica siempre hay un solo punto de interseccién entre F(y;) y F =1
en el primer cuadrante. El hecho de que F'(0) = Ry(7) > 1 y de pendiente negativa para

toda y; > 0 hace que F' no se aproxime a cero, es decir nunca tiene pendiente cero.

3.2.3. Estabilidad local

Estudiaremos la estabilidad local de E° y Ej.

Definamos el siguiente ntimero reproductivo béasico

1 0,—o1 0
R(): |:60'-T6 +’I“<1— * ):|
Oé—|—5 v Tmax

Encontremos la ecuacién caracteristica del equilibrio libre de infeccién, pero antes cal-

culemos en general la funcién caracteristica. J es la matriz de derivadas parciales de los
términos sin retardos y Jp son las derivadas de los términos que tienen retardos. Para

nuestro caso J es

U o C2 ) 1521; e 0 _(1+/BIZEU)2
J = T~ r—(a+0) -+ %) wip
0 0 —y
y Jp
0 0 0

Jo=| 0 0 0
0 ge? 0
encontrar la funcién caracteristica es equivalente a encontrar la determinante det(\ — J —

e Jp) =0, es decir

A= (r—n— e +y) - ) 0 T
i+ A= (r= (a4 0) - @ +2) —ahim =0
0 —ge (et N7 A+
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Teorema 3.3. Si Ry(7) < 1, entonces el equilibrio libre de infeccion es localmente asintdtica-

mente estable. Si Ry(T) > 1 entonces es inestable.

Demostracién. Evaluado en E° = (2°,0,0), se tiene

A—(r—u—%) %—5 B
0 A — <r —(a+6) — %) —Bz% |- (3.2.18)
0 —ge (et N7 A+

Usemos cofactores y llegamos a:
O [ e

T‘$0

) — ,Baxoe*(g“)f] =0. (3.2.19)

Tmax max Tmax

))\+'y(a+67r+

de (3.2.19) obtenemos tres valores propios, uno de ellos se puede ver claramente:

2207

A=r—pu—

X max

Como E° satisface el sistema (3.2.6) entonces

0
x

ra’ (1— ) = ux’ —s,
xmax

] 20 s
r{l— = u—-—,

xmax ILL xo
usando la igualdad anterior

2207 (s m’o)
A=r—pu— = — + ,

Tmaz A

lo cual es un eigenvalor con parte real negativa.
Los otros dos valores propios que se desprenden de (3.2.19) son raices de la siguiente

funcion caracteristica

N a\+ag + boe ™ =0 (3.2.20)
donde
ra? z° s
a=7—(r—(a+d) - =y—|r{l- —(a+d) ) =7+—5+a—p+4,
Lmaz Tmax €T
ra’ 2°
aoz—(r—(a+5)— )v:—<r(1— )—(OH—(S))%
xmaa: xma;r
_ (-2 _ _ s
= —(n= 5 —a+d))r=1((a+0) -+,
by = —Boale 7.
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Notemos que a1 =y + 5+ (a —p) +6 >0y

s

ap+bo =y((+9) — p) + % — Boale "
0,—pt

{Bax e

it
— {MJFTO— v )—(a+5)}

7 xmax

=) |y (P ()

= —(a+90)[Ro(7) - 1].

Cuando 7 = 0 (3.2.20) se convierte en A\* + a; A + ag + by = 0, y notemos también que
a, = ”y—l—x—so+04—,u+(5 > 0, pues a > py si Ry < 1 tenemos que ag+0by > 0. Por tanto todas
las raices tienen parte real negativa y asi el equilibrio F; es localmente asintéticamente

estable cuando 7 = 0.

Suponga A = wi con w > 0, es solucién de la ecuacién (3.2.20) entonces satisface la

ecuacion, es decir
—w? + a1wi + ag + bo(cos(wt) — isen(wr)) =0
separando parte real e imaginaria obtenemos el siguiente sistema

ag — w? = —bycos(wr)

ajw = bysen(wr),

elevando al cuadrado ambos miembros del sistema y sumando tenemos el siguiente poli-

nomio.
w* + (a3 — 2a0)w? + (a2 — b)) =0 (3.2.21)
donde

s
m=7+—5+ta—pu+o
€T

S
a0 =y((a+8) =) + 15



S \ 2
aj —2ag =7 + <a+5—u+ﬁ> > 0,
s  Boxle o

ag — by = v*(a +6) (5+(&—u)+ﬁ+#) (1 — Ro(1)).

Si Ro(7) < 1 entonces a2 —b3 > 0y por tanto el polinomio (3.2.21) no tiene raices posi-

tivas. Esto nos asegura que si Ry(7) < 1 entonces E es localmente asintGticamente estable.

Si Ro(7) > 1, sea
FO) =M+ ai)A +ag + boe™™ (3.2.22)

Notemos que f(0) = ag + by = y(a + 0)[1 — Ro(7)] como Ro(7) > 1y im0 f(N) = 0.
Por la continuidad de la funcién f(\) en (—o0,00) la ecuacién f(A) = 0 tiene al menos
una raiz positiva. Por tanto la ecuacién caracteristica (3.2.22) tiene al menos una raiz
positiva. De acuerdo con el analisis anterior el equilibrio libre de infeccién es inestable.
Esto completa la prueba.

Teorema 3.4. Si Ry(7) > 1y

T+
,u—r(l— - yl) > 0.
zmaax
Entonces el equilibrio infectado Ey of (3.2.6) es es localmente asintéticamente estable cuan-
doT=0.

Demostracion. La determinante de para encontrar la funcion caracteristica es la siguiente:

A— (r — = =22 ) - ﬁ?ilvl) ez 0 Ty
o A= (r= (ot d) = g v 2m)) i
0 —ge(etNT A+

podemos reescribirlo como

s dy1 rT1 rei Bz
)\ + 1 + 1 + Tmazx Tmazx 6 (1+I€U1)2
__Bu o ryr Briv1 Y1 ___ Bz _
1+rKv1 Tmax A + (1+"€Ul)y1 + Tmax (1+’€U1)2 07
0 —ge (et N7 A4 2e

v1
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usando las siguientes identidades

S r1 + v 1)
r—p=—" 4y 1 TN i pur U
1 T maz I1+kvy x4
T1v T+
— o — — Brivy r{l yl}—i—é
(1 + ’ﬂ)1>y1 Lmaz
oe Ty,
Y=
U1
/\3 + CLQ/\2 + Cll)\ + ag + (bl)\ + bo)e_)ﬂ— =0 (3223)
donde
s Oyr | rm Bxiv ry1 . oe Ty
ag = — + — >0
r1 P11 Tmae (1+HAV)YL ZToa U1
s 0 re 1V r
a1:<—+£+ 1)( pr1v1 +Z/1>
1 Tmaz 1+ H’U1 Tmax
n ( s oy, rm n Briv1 TY1 > ge Ty,
X1 X1 mmax 1 + Hvl)y Tmazx U1
- (22 )( >
Tmax 1 + RU1 Tmax
(s 53/1 TY1 T Brivy Brrivy ory1
=(=+= + +
] Tmazx xmax (1 + ﬁvl)yl xmax(l + ’17)1) Tmaz
s 1) rT 1V r oe 97
+<_+ﬂ+ L 511 yl) Yo
] X1 Tmazx 1 + ’ivl)yl Tmax U1
s 1) rT 1V r oe 97
a0=<—+£+ 1 < Brivi +y1> Y1
X1 Tmax 14 ’17)1 Y1 Tmax U1
< Y1 ) < > oe Ty1
Tmax 1 + RU1 Tmax U1
s ) r s T TV e 97
) ) G ) ()
] X1 Tmazx ] Tmazx (1 + ﬁvl)yl U1
1) —er
4 [ Braivy 7”2/1:| ge = Y1 >0
mmax(l + HUI) Tmax U1
b Brioe 9"
1= (1 + H’Ul)Q
z10e 9" [ s 1) rT T v
bO:_LZ<_+ oy T T Bui )
(1+ kvp)?2 \ 21 1 Tmaz  Tmaz 1+ KU1

con x1, Y1, vy satisfaciendo el sistema (3.2.6). Cuando 7 = 0 el polinomio caracteristico es

de la forma
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P(X,0) = N + au\* + (a1 + b))\ + ag + by = 0. (3.2.24)

El criterio de Routh-Hurwitz nos asegura que las raices del polinomio caracteristico
tienen parte real negativa si a; + by > 0, ag + by > 0y az(a; + b1) — (ag + bo), en nuestro

caso

s 1) T TV rTiv or
ay + by = _+yl Y1 By X Braiv; 4 Y1
1 Tmax xl xmax (1 + /‘67}1)3/1 xmax(l + K'Ul) Tmax
s ) rT T1v oe o7 zioe 9T
—l—(——i—ﬂ—i— 1+ By yl) 91_51 g
T T Tpmar  (LF KUY Tonae vy (1+ Kkvy)
s 1) T s rT T1v rTiv or
:(_ ﬂ)(yl +(_+ 1)( B0y )+ Brzivy 4 Y1
T 5l Tmax T Tmax (1 + HU1)y1 xmaw(l + KUI) Tmax
s ) rT r e zi0e” 97
+(_+ﬂ+ L yl)“ by Pnoe s
X1 X1 Lmaz Lmaz U1 (1 + ﬁvl)

s ) r or oe o7 zi0e 97 [ s rT T
a0+b0:{(—+ﬂ)( y1)+ yl} yl+ﬂ1 2(_+ 1+ y1)m]1
X1 X1 Tmax Tmax (%1 (1 + KUI) T Tmax Tmax
Bxioe T By Oy
(1 + HU1)2 1 + RU1 Al

s ) r or oe " ri0e 9 [ s rT r
_ ——l—ﬂ 2 1 i yl+51 (24 LI Y1 Koy
5l 5l Tmax Tmax U1 (1 + KUI) T Tmax Tmax
_or
+5$10€ Y o7 1_$1+y1
(14 kvp)? 1 Toma
s ) r or oe o7 079 [ s rT r
_+ﬂ (4! I (4! yl+51 (24 Loy (4! Koy
1 €1 Tmax Tmax U1 (1 + K'Ul) 1 Tmax Lmazx

n Byroe " (™ +
(14 Kvy)? a Tomaa ’
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ag(&l + bl) — (ao + bo) =

X1 Lmaz Lmaz X1 (%1

s rT T s ) T or oy, oe 9T
S, TE yl)[(_ yl)i i+ﬂ7yl]

Briv 067973/1
1+ KU1 yl U1

S i 53/1) Y1 57"3/1]
S

S

1 Tmax Tmax

Pl s +

1 Tmazx Tmax

|
(
(
(

T
2 Y1 ) privy }
) Lmazx xmax (1 + K/Ul)yl
T

oe o7 rTiv s 1) rT T oe o7
+ y1[ 511 +<_+ﬂ+ 1+y1) 91]
U1 xma;t(]- + KUI) X1 X1 Lmaz Lmaz U1
Bxioe T By B oe Ty,
+ KUy
(14 kv)2 \1+kvy (14 Kv)1n m

N Brioe™ 9" w1 1+ n I ‘
(1 + I€U1) Tmax Tmazx

Siu—r(l—m) > 0 entonces ag + by > 0y az(ay + by) — (ap + by) > 0 y por el

Tmazx

criterio de Routh-Hurwitz, se sigue que ninguna raiz de (3.2.24) tiene parte real negativa

cuando 7 = 0.

Teorema 3.5. Si Ry(7) > 1y

u—r(l—w) > 0.
‘I'maa:

Entonces el equilibrio endémico Ey of (3.2.6) es es localmente asintdticamente estable cuan-

do T > 0.

Demostracion. Para 7 > 0, investigaremos la existencia de raices imaginarias puras \ =
iw(w > 0) para la ecuacién (3.2.24). Sustituyendo A\ = iw en la ecuacién (3.2.24) y sepa-

rando en parte real e imaginaria, entonces obtenemos

ay — asw? = —bycos(wt) — biwsen(wr) (3.2.25)
aw — w® = —bjwcos(wt) + bysen(wt)
Qw, ) = w® + (a3 — 2a1)w" + (a] — 2apas — b})w* + (aj — by) (3.2.26)
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Sea

z=w? A=a—2a; B=a]—2apay—b] C=aj—b;

la ecuacién (3.2.26) se convierte en una ecuacién de tercer grado z

P H AP+ Bz +C=0 (3.2.27)
Notemos que
Ao (s 0w Bro )
5l T (1 + fﬂ)l)yl Lmaz

s ) r s rT 10 rTLU or
19 ——l—ﬂ Y1 (A 1 Brivy 4 Braiv 4 Y1
X X Lmaz x1 Lmaz (1 + /‘601)91 xmax(l + "ivl) Lmaz

—or 2
+(06 yl) =~ 0 (3.2.28)

(%1

Sea a = <i + 5&) <&>7 E = <i + ﬂ) ( Bzivi = Braiv + ory1 7

1 1 Tmax 1 Tmazx 1+kKv1 )yl ) xmaz(l“l”ﬂ)l) Tmax
d= (= dy1 Tz Bz1v ryr | oe Ty
= (2o :
1 1 Tmazx (1+/€'U1 )yl Tmax v1

luego

ai—bl=@+b+c+d)?
=@+ b+ +d + 2ac + 2b¢ + 2ad + 2bd + 2ab + 2cd — b
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Notemos que

2 s 0y T Bxivy ryr \ oe Ty ?
d —+—+ - -
€1 1 Lmazx (1 + K/Ul)yl Lmaz U1

(s | dn 2 (oe oy \? &S Brivy *(oe oy \? ryi \o (oe Ty
=(—+—) ([—=) + + +
T T vy Tpmae (1 + Kv1)y v Timag v
s 1) rT T10 s ) r oe 7 2
() G et () ) ()
T 1 Tmae (1 + KU1)1n T 1) Tpeo vy
_ 2
re T1v T oe 9T
+2( 1 X Bx1v; ) Y1 ( 91)
Lmaz (1 + ]ﬂ)l)yl Tmax U1
S oY1 ? ge Ty ? (E5) ? ge Ty ? Brivy ? ge Ty ?
= | —+ = — ] + +
1 1 U1 Tmaz (5] (14 kv1)y U1
2 _ 2 _ 2 _ 2
r oe o7 rs oe o7 ov oe o7
+( Y1 ) ( yl) 19 ( yl) 19 Bovy ( y1>
Tmax U1 Tmax (%1 1 + KU1 U1

2 —oT 2
r oe
+ 2 2[E1y1 ( yl)

Lmaz U1
s ) r s rE 1V oge o 2
() G+ (G ) () (55)
1 1 Lmazx 1 Tmax (1 + K/Ul)yl U1

19 { Brzivy i 57”91] (069791)2

Timaz (L + V1) Tz "

_ (i . @)2 <ae—my1)2 L (o1 1 o) (ae—wyl)Q LT (ae—@iyl)Q
T T vy Timaz® vy Timaz vy

+ (@mlem-)Q 42 ( poxie” " ) ( poxie” " m)l) + (760961697 501)2
(1+ Kvy)? (14 Kkv1)?2) \(1 4+ Kvy)? (14 Kvy)?

+2 Bou, (Ue_QTyl)Q + 2a, (Je_gryl) .

1+ kg U1 U1
s Oy 2 oe Ty, 2 r? o [0 Ty 2 rs [oe Ty, 2
=|—+— — | + 2(x1+y1) +2
T T U1 Tmaz U1 Tmaz U1
Boxie 9" Boxie 9" Boxie 9" 2
+ b2+ 2 + |
! ((1 + Kvp)? (1 +m)1)2m)1 (1 +/<avl)2m}1

+2 Bou, (Ue_QTyl)Z + 2a, (ae‘”yl)

1+ KU1 U1 V1
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s 0 r s re T ge 9"
(52 () + (5 i) () | 750
1 1 Lmaz x Tmax (1 + liUl)yl V1

Braiv oryr | oe Ty
-+ a9
xma;r(]- + KUI) Tmax (%1
oe Ty

= —2da — 2bd — 2¢d — 2ay .
%1

Por tanto

2 2
B = aj] — 2apas — b7

— @+ b+ + 2ac + 2b¢ + 2ab
2 _ 2 _ 2 _ 2
s 1) oe o7 r? oe o7 rs oe o7
+(—+ﬂ) ( yl) + 2($1+y1)2( yl) +2 ( yl)
T 1 U1 Lmax U1 Lmax U1
Boxie 9" Boxie 9" Boxie e 2
+ 2 KU1 | + | ——————=kv
((1+m1)2 (1+rkv)2 (1+ ko)

—or 2
PELL) (06 yl) > 0.

1+ Kkyy U1

s ) r or oe 7 ri0e 9 [ s rT r
a0+b0:{(—+ﬂ)( y1)+ y1:| yl+51 ($_+ 1+ 3/1)%@1
1

€1 €1 Tmax Lmazx U1 (1 + K'Ul)Z Tmax Lmazx
—or
+7ﬁxlae g a—r 1_x1+y1
(1 -+ /ﬂ?’Ul)2 T Tmaz
s 0 r or oe 9" ri0e 9 [ s rT r
2{(—+ﬂ>(yl)+ yl:| yl+61 2(_+ 1+ 91)/%1
T 5l Tmax Tmax U1 (1 + KUI) T Tmax Tmax

| Do (u—r(1—x1+y1)) (3.2.29)

(1 + HU1)2 Lmaz

s 0 r S rT v rTiv or oe 9"
ao—boz{(—jtﬂ)(yl)ju(_ju 1)( Brivy )+ praivy I ?ﬂ} Y1
T 5l Tmax T Tmax (1 + Hvl)yl xmaw(l + KUI) Tmax (%1
rioe " (s 0 rT r v
funoe (5 O, T O (3.2.30)
(]_ + H’Ug)2

X1 X1 Lmaz Tmax 1 + RUp

Combinando la ecuacién (3.2.8), tenemos lo siguiente

J + +
S i | Y1 Bu :u—r(l—zl y1>+7‘($1 Y1)

€ max xrruw
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Tmazx

Por tanto, si u — r <1 — M) > 0 entonces C = (ag + by)(ag — by) = a3 — b7 >
0 en orden por lo descrito anteriormente mostramos que el equilibrio F; es localmente
asintéticamente estable, pues hemos mostrado que (3.2.27) no tiene raices positivas, y
la ecuacién caracteristica (3.2.24) no tiene raices imaginarias puras. Ademds, para toda
P(0,7) =ag+by >0sipu—r <1 — m) > 0 para toda 7 > 0 implica que el cero no es

Tmazx

una raiz de (3.2.24). -

3.2.4. Bifurcaciéon de Hopf

En esta secciéon usaremos el parametro 7 como parametro de estudio para la existencia

de la bifurcacién de Hopf en el equilibrio infectado Fj.

r1+Y1

Tmax

Sabemos, por el teorema 3.4, si Ry > 1,y a—r (1 — ) > 0, entonces el equilibrio

FE; es localmente asintéticamente estable.

La ecuacién caracteristica de la linearizacién del sistema (3.2.6) cerca del equilibrio in-

fectado E) esta dado por (3.2.23)
P()‘> 7_) + Q()‘a 7—)67)\7- =0,
donde

P\ T) = N 4 ax(7) N + a1 (7)) + ao(7) (3.2.31)
QN 7) = by (T)\ + bo(7).

Cuando 7 = 0, por el teorema (3.4), conocemos que el equilibrio positivo F; es localmente
asintoticamente estable.

Enseguida, analizaremos la existencia de las raices imaginarias puras A = iw(w > 0) para
la ecuacién (3.2.23) toma la forma de un polinomio exponencial de tercer grado en A,
donde todos los coeficientes de Py @) dependen de 7. Beretta y Kuang [27] establecen un
criterio geométrico el cual garantiza la existencia de raices imaginarias puras de la ecuacion
caracteristica cuando los coeficientes dependen del retardo.

Para aplicar el criterio de Beretta y Kuang [27], necesitaremos verificar las siguientes

propiedades para todo 7 € [0, Tyyaz ), donde 7,4, es el maximo valor en el cual E; existe.
a) P(0,7)+Q(0,7) # 0;
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b) P(iw, ) + Q(iw, 1) # 0;

P(\7
QAT

; Al = 00, ReXd > 0} < 1

¢) lim sup{‘
d) F(w,7) = |P(iw,7)|” — |Q(iw, 7)|* tiene un numero finito de ceros;

e) Cada raiz positiva w(7) de F(w,7) = 0 es continua y diferenciable en 7 siempre y

cuando exista.

Aqui, P(\,7) y Q(\,7) son definidas como en (3.2.31).

Sea T € [0, Tyaz ). Es facil verificar lo siguiente

P(0,7)+ Q(0,7) = ap(7) + bo(7)
— Ki i %) ( Y1 ) N 57%} oe Ty
x1 T Tmaz Tmax U1
—or
N Bxqoe (s N rITy N Ty )le

X1 Lmaz Tmax

(1 + HUl)Q
Brioe e [ 1+ %N
+(1+m)2)2 1 a—ril- x
max

#0
Esto implica que se satisface a). La propiedad b) es verdadera por que

P(iw, 7) + Q(iw, 7) = —iw® — ag(T)w? + a1 (7)w + ao(T) + by (7)iw + bo(7)
= ao(7) + bo(7) — ax(T)w? + iw(ay (1) + by (7) — w?)
#0

De la ecuacién (3.2.31), el grado de P(\,7) es mayor que el grado de Q(A, ), por

proceso al limite infinito, sabemos que

, QA7)
|
|A\Eﬂoo ‘ P\, T)

Por tanto se satisface c).
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Sea F' definida como en d). De

[P = W + (a5(7) — 201 (1))w + (a3 (7) — 2a0(7)as(7))o? + ap(7)
QA T)I” = 5(r) + i (r)w”

tenemos
F(\T) =W + ¢y (7)w* + co(T)w? + c3(7)
donde
c1(7) = a3(7) — 2a1(7)

ea(7) = ai(7) — 2ap(7)ax(7) — bi(7)
cs(7) = ag(7) — by(7)

Es obvio que la propiedad d) es satisfecha, y por el teorema de la funcién implicita, e) es

satisfecha.

Ahora sea A = iw(w > 0) una raiz de (3.2.23), entonces obtenemos el sistema (3.2.25).

De (3.2.25) se sigue que

sin(wr) = [ay(T)by(T) — bo(T)b] — [&%1((:))[)02( T) — as(rybi (T )} | (3.2.32)
COS(WT) - bO(T)w i [bl(T)bO( )(_) C_L:(Z)Q)(:)_I)SQ] S a3(7—)b0(7—)w’ (3233)

Por definicién de P(\,7), Q(\, 7) como en (3.2.31), y aplicando la propiedad (a), (3.2.32)

y (3.2.33) lo podemos escribir como

PO

sin(wr) =1 OO T) (3.2.34)
_ _poLAT)

cos(wr) = —R Rk

Supongamos que I € R,q es el conjunto donde w(7) es una raiz positiva de
F(qu) - ‘P(iw77)|2 - |Q(iw77)|2 :
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y por 7 ¢ I, w(7) no es definido. Entonces para toda 7 en I, w(7) se satisface F/(w,7) = 0.

Definiremos el angulo 6 € [0, 27|, como una solucién de (3.2.34),

P\, T)

sin(67) = ImQ()\ m (3.2.35)
cos(07) = —Reggi’g, (3.2.36)

y la relacion entre wr en (3.2.32) para 7 > 0 y el argumento 6 en (3.2.35) es la siguiente
wr=0+2mn, n=12 .. (3.2.37)

Definamos los siguientes mapeos 7, : [ — R, dado por
0 2

Tn(T):M Tw>0 n=012-

w(7)

donde una raiz positiva w(7) de F(w, 7) existente en I.
Introduciremos la siguiente funciones S, : [ — R,

_0(7) 4+ 2n7
w(7)

Sn(T) = n=20,1,2, ..

son continuas y diferenciables en 7. Asi, enunciamos el siguiente teorema como en Beretta

y Kuang [27].

Teorema 3.6. Suponga que w(T) es una raiz positiva de (3.2.23) definido por 7 € I,1 C
R.o, y parat* € I, S,(7*) = 0 paran € Ny. Entonces un par de raices simples imaginarias
puras A = +iw existen en T = 7* el cual cruzan el eje imaginario de izquierda a derecha
si 6(7%) > 0 y cruzan el eje imaginario de derecha a izquierda si §(7*) < 0. Donde

dSn(T)|
dr T

5(m*) = sign{ F, (wr*, T*)}sign{

Aplicando teoremas de (3.6) y el teorema de la bifurcacién de hopf para ecuaciones
diferenciales funcionales [28], podemos conjeturar la existencia de la bifurcacién de hopf

en el teorema (3.7).

Teorema 3.7. Para el sistema (3.2.6), existe 7 € I, tal que el equilibrio infectado E; es
asintoticamente estable para 0 < 7 < 7%, y se convierte en inestable para T permaneciendo
en alguna vecindad derecha de 7*, con una bifurcacion de hopf ocurriendo cuando T = 7%,

T =7
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3.2.5. [Estabilidad global del equilibrio libre de infeccion

Analizaremos la estabilidad global del equilibrio libre de infeccién. Lo probaremos ha-
ciendo uso de las funcionales de lyapunov, usando una funcional tipo Volterra y funciones

cuadraticas, inspirados en los funcionales [23] y [24].

Teorema 3.8. Si Ry(7) < 1, entonces el equilibrio libre de infeccion E° de (3.2.6) es

globalmente asintoticamente estable.

Demostracion. Definamos el siguiente funcional U como:

U(t) = Ul (x7 y? /U) + COUQ($7 y); (3238)
donde
)
0= (v — p)ad + 2s >0,
z — 20 0 0, ,—oT T
Vi) = [ Y - Jin+y+ ﬁj vt e /0 y(t—6de,  (32.39)
1
Us(z,y) = 5 [(z =) + y) (3.2.40)

Entonces U es definida y continua para toda x(t), y(t), v(t) > 0,y U = 0 en (2°,0,0).
Primeramente, calculemos la derivada respecto a t de Uy, calculando a lo largo de la

soluciones de (3.2.6), obtenemos la expresién

dU v—a%)de dy faz’dv  Baloe”? [T d
L (—a%ds _+___7/ Zy(t - ©)de,
dt r dt o dt oy dt v o d§
0 S Tr+y BU Y
(z x)(x+7“{ ggmw] H 1+m)+ 95)
v T+y
1— — )
1+m}+7‘y{ $max} (0l
0
LB (e”oy(t — 1) — )
fxloeer paloe” e
——yt—7)+ —.
ol Y
Notemos que
0
s re
E - Lmazx +pu—-r, (3241)



Asi,

dt xx T maz T maz 1+
(x — a%)?
e AT
0 r
+ry(1- )—(a+5)y— (z —2%)y — —?
1 Tmax Tmax Tmax
N Be g Bxv  Barv?
v l+kv  14+kv’
_ .02
:—s(m ﬁ) - (x —2%)? -2 ! (x — 2%y
Trr Tmax Tmax
(x —a%)?% ¢
— oy g ) + -z — )y
e o’ 20 r 20 Kk0?
+Ly+ry(l— )—(a+6)y— y2—5
Y Timaw Tmaz 1+ kv
(z —a%)? r 0 2, 0 0
= —(s+dy) P [(a:—x)—l—y} —i—E(x—a:)y
Bz kv?

1 Be "o z°
1+/<w+(04+6)y((04+5)[ vy +T|:1_xma$:|:|_1)'

Reescribiendo dU, /dt en términos del Ry(7), obtenemos

x — x9)? T )
— —(s+5y)( —3 F_ -~ [(a:—xo)—l—yf—l—@(x—a:o)y
B kv?

- EEE (0 o)y (1 - Rolr).

Uy
dt

Para eliminar le término §(z — 2°)y/2° de dU,/dt, el cual no tiene signo negativo,

calculamos la derivada de Us a lo largo de la solucién de (3.2.6), esto es

dU,

0 de d
2=l —a"+y] (E i d—i) . (3.2.42)
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Sumando las dos primera ecuaciones de (3.2.6) obtenemos

dr dy T +y

b e 1— o —

dt+dt s+r(x+y){ maJ U — ay,

r 2r r
=s+(r—pa+(r—a)y— - Ty — 2.
Tmazx Lmaz Tmaz
Usando s = —(r — p)z° + -"—(2°)?, obtenemos

dr dy 0 0 0 2r T,
7 + i (r—p(z—2")+r—a)y xmw(xjtx )z —x") xmwxy $ma$y :

Notemos que

(x+ 2 (x — 2% = (z — 2°)* + 22%(z — 2°),
vy = (v — 2%y + 2%.

xma:v

dr dy 2r 0 2r r 0n2
dt+dt_<r i a:)(x :E)+<r a z )y (x — ")

xmax xmax
2r r
- T (Z’ - xo)y - y27
2 2
= — <u+ . mo—r) (x —2°) — <a+ L xo—r)y— T [(x—xo)—l—y}?.
xma(lf xmax xma(lf

Desarrollando el binomio al cuadrado

[(z— 2% +y]" = (@ +y) [(x — 2°) +y] —2° [(x —2°) +y] .

Tenemos lo siguiente,

dv dy T, 0 T,
dt+dt_ (,u+ x r)(x x”) (oz+ =7y

xmax

~ ) [+ (3.2.43)



Sustituyendo (3.2.43) en (3.2.42), tenemos

T 20— 27“) (x —2%)y

dt xmaa: € max

et Z—(,u+ L xo—r) (x —2%)% — (oH—,u—l—

—(a+ L xo—r)gf— 4 (z+y) [(z —2%) +4]°.

xmax xmax

Usando (3.2.41),

dU, S 0n2 0 5\ o
— —F(x—a:)—<a 2 O)(a: )y (Oz u—i—xO)y
———(z+y) [(e—2") +y]
Como
U _dly | dUy
dt — dt ' dt
asi
au (z — a0)? r 0 2
o = o = (Ut a(r+y) (@ - 2%) +y]
2 — e (g B B _
e ="V —a(a—p+ ) y? = T — (a4 8y (1 - Ro().

Si Ry(7) < 1, entonces dU/dt < 0 cualquier solucién es acotada en [0, +00). Si Ry(7) <
1, por el corolario 5.2 of [13], E° es globalmente asintGticamente estable. También, para
Ro(7) = 1, entonces dU/dt = 0 implica que x(t) = z° y y(t) = 0. Es facil mostrar que
E° = (2°,0,0) es el conjunto mas grande e invariante en {(x(t),y(t),v(t)) : dU/dt = 0}.

0

Por el principio invariante Lyapunov-LaSalle (teorema 5.3 de [13]), E es globalmente

asintoticamente estable. -
3.2.6. Estabilidad global del equilibrio endémico

Probaremos la estabilidad global del equilibrio endémico construyendo funcionales de

lyapunov. Inspirados en los funcionales [23] y [24].
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Teorema 3.9. Si Ry(7) > 1y

entonces existe un tunico equilibrio endémico, Ey, de (3.2.6) globalmente asintdticamente

estable.

Demostracion. Definamos una funcional de lyapunov como sigue,

By
L(t) = Ly(t Lo(t L. (t
() 1(t) + 1 2()+1+kv1 +()
donde
)
c1 = > 0,
x <a+u+$i’;mx1+$imy1—2r>

T (0 — 1) /y (0 — 1) b0, /v
Li(t) = !
1(t) /l,1 9 df + y 0 40+ e~ oy, (1 + kvy) J,, <

1

Ly(t) = [(x —21) + (y = y0)]”,

L+(t):/OT (M—l—lnw) d¢.

U1 U1

En el equilibrio endémico, tenemos

s By r Y
= -0
TTH x1+1+kvl+xmw($1+yl) x
Briv r
r—(a+9d)=— + r1+ Y1),
( ) yl(l + kvl) zmaa:( ! yl)
_ ot A
Y=e€ g—,
U1

s = —(r—pa — (r—ay +

(91)2-

max

2r T
T1y1 +

€ max ‘Imaa:

+

La derivada de Ly con respecto a t a lo largo de la solucién de (3.2.6) es

55

(951)2

(3.2.44)

(3.2.45)

(3.2.46)

(3.2.47)

(3.2.48)

(3.2.49)

(3.2.50)

(3.2.51)



dt x dt y dt e oy (1+ kvy)

v

dLy (»"U—»Tl)dx (y_yl)dy Briv; v\ dy
e sl o-2)%

:(37—371)(3— " (aty) +r—u+6%)

T Tmaz 1+ kv
T r
) (b = ) - (ad))
Briv; (1 —or
e~ "oy (1 + kvy) <1 v) (e oy(t—7) W}) ’

Usando (3.2.48), (3.2.49) y (3.2.50), obtenemos

T T maz T+kv 1+ ky T X

=0 (8 (e — ) = () + - ]
s (1= ) (o) e o)

e~ oy (1 + kv v 1

%:(w_xl)(_s(ﬂc—fl)_ " [(x—x1)+(y—y1)]—6( . = )”(g_ﬂ))

Notemos que:

g_@:_y(ﬂ:—xl) L=y
x X X Z1

Cancelando términos idénticos con signos opuestos y agrupando términos :

dL, (x —:1:1)2 r )
=i - [ ) 2 — )y — )+ = ]+ - ) — )
N Brivi ( av(l+kv) x  o(l4kv) )
1+ kv, v (1+kv) 1 v(1+ ko)

Bxiv; ( xv(1 4 kvy) Y xy10(1 + kvy) N 1)
1+ kv \zqon(1+kv) 1 xyoi(1 4 ko)
I Baiv (y(t —7) _ yt—7)or v )

1+ kvy Y1 Y10 1

reescribiendo dL/dt como
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dL r—x)? 0 r
d—tl = —(s+ 59)% + x—l(fﬁ —z)(y — ) — — (& —20) + (y — )]’
L P (yt=7) ), B (ﬂ_i_ﬁ _2)
1+ kv Y1 Y1 14+kvyy \z x4
N Brivy <4 oyt =1u oy +ko) (L4 k) )
1+ kv T Y10 ryvr(1 4+ kv) (1 4+ kvy)
Brivi (v(l+kv) v (I4+kv) |
L4+ kvy \vi(1+kv) v (14 Fkvy)
reemplazando el término - + % — 2 por (2= 11)2,

+§(x—w1)(y—yl) - — [ -m)+ -l

dLl 6[E1U1 (ZE — ZE1>2
_ — (5 _—
dt (8 + kUl + y)

x1 1 Lmaz
5951?11 _ _
1 + kv, Y10 ryvr(1 4+ kv) (14 kvq)

1
ﬁxlvl 1+ kv) v(1 + kvy) v
]_ + kUl 1 + kUl Ul(]. + kU) U1

y(t =71 ayv(l+kvy) (14 ko) )

51’1?}1 t— T
1 + k"Ul ’
Usando s — ff}czll = (u—1)71 + 7= [21 + y1] — dy1, obtenemos
dLy r Y1 (x—x1)> 0
(- B L2 ST A TGt VI O _
= (e =% e ) B Sy - )
,
— o =)+ (= )

+

Bxiv; (4 1 yt—71)vy  zyv(l+kvy) (14 ko) )

1+ kv oz Y10 B x1yvr (1 + kv) B (1+ kvy)
—k
b (14 kv)(1 + kvy)?

(v— 01)2

Bxiv; (y(t -7) vy )

+ -1
1+ kv (7 (7

Para eliminar el segundo término en dL,/dt, el cual no tiene signo negativo, calculemos
la derivada de Ly a lo largo de la solucién de (3.2.6)

dLy de dy

P [(z —a1) + (y — )] (E + E) : (3.2.52)
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Sumando las primeras dos ecuaciones del sistema (3.2.6), obtenemos el total de la poblacién

de células:

d d
d_f+d_g1{ =s+r(r+y) {1— Z;j] — pr — oy
2
—st(r— et (r—a)y— ——a? — gy — 2
xmax xmax xmal‘
Usando (3.2.51), obtenemos
d d
TG = mE =)+ o)y - () - n)
2r
(g —my) = ——(y+y)ly — ).

Notemos que

(z+21)(x—21) = (2 — 21)* + 211 (T — 71),
zy — iy = 21y — 1) iz — 1) + (@ — 21)(y — 1),
(+y) =) =y —v)" + 20y — n).

Asi,
dx+dy ( 2r 2r )( )+< 2r 2r )( )
— 4+ 2 =(r—p- T — Y1 ) (x — 21 r—o— T1 — Y1)y — o
dt dt xmaa: xmaa: xma;t xmaa:
T 2r
- (1’—551)2— (z—2)(y — ) — (?/—yl)Z,
xma;t max max
2r 2r 2r 2r
=—|p+ x + y—r|(x—z)—a+ x + yi—r) (y—1v1)
xmax xmax xmax xmax
r
5 [(z —21) + (y — 1))

Desarrollando el binomio al cuadrado

[(z—2)+@—y)’ =@+y) (@ —21) + (y—y)] — (@1 +y1) [(z — 21) + (y — 1))
Tenemos,
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T+

‘Imaa: € max

dt — dt

r

dr d r r
— —y——(u+ yl—r)(a:—xl)—(a—ir xy + yl—r)(y—yl)

€ max € max

(z+y)[(x—21)+ (y— )] (3.2.53)

max

Sustituyendo (3.2.53) en (3.2.52), obtenemos

dL
—2:—(M+ "o+ — y1—7“)(37_$1)2

dt xma;t xma:t
2r 2r
—(a+u+ x1 + y1—27“) (x —z1)(y — 1)
mmaax xma;r

_(a+ Lo+ — yl—r)@—yl)?— (@t y) [ - 2) + (- )]

xmax max max

Obtenemos

dLl dL2 . W ([L’ B 1'1)2
E‘FClE (M+ [x1+y1] T 5x—+5y) T

max 1

r
——(ta@+y) @ —o)+ @y -
T
r r
—C (M+ 1+ yl—r) (ﬂﬁ_xl)2
J;maat J;maat
r r
— (a+ o1+ yl—r) (y— )
J;maat J;maat
N Briv; P2 yit —7mor  zyw(l +kv) (14 kv)
1+ kun, T YU ryvr(1+kv) (14 kvy)
— kB, (v— v)*

(1+(m)(1+/w1)2)
L Brw (yt=7) yY

1 + kUl U1 U1

Es facil ver que
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)

dL. d [ " d
—+:—/ (%—1—1n%)d5:/ —(%—1—111%)%
dt dt 0 U1 Y1 0 dt Y1 U1

a4

d§

(M_1_1ny(t f))dg_—{(tT_f)—l—lnM '

Y1 n Y1 £=0
t— t—
S Gk P N Gk N
hn hn n U1
— — 1 1
_ Cylt-1) LY _Hny(t T)v1 ln xyv(1 + kuy) PRI (1+ kv) .
U U Y1 x1yv1 (1 + kv) x (1+ kvq)
Desde
dL . dL1 dLg Ba:lvl dL_|_
at - dt Ya T 1v ke @t
obtenemos
dL —z)?
_:_(,H [x1+y1]_r_5y1+5)w
dt max r
- I+ c(x+y) (@ —x1) + (y — )]
r r r r
—01(M+ r1+ 3/1—7“)(37—951)2—01(04+ r1+ ?/1—7“)(9—?/1)2
xmax xmax xmax xmax
2
=)

(14 kv)(1 + kvp)?

Brivy [ T
(— —1-In —)
1 + k’Ul
Brivy [yt —T)v LY y(t — 7)vy
1+ kvy Y1v Y1v
Brivy  ((zyv(l + kvy) 1 xy10(1 + kvy)
1+ kv x1yv1(1 + ko) z1yvy (1 + ko)
Brivy [ (1+ kv) 1 (1+ kv)
—_— —_— n —_—
1 + kUl 1 + k"Ul (1 + k"Ul)

Tmax X1

)
M_r(l_:cﬁryl) > o

entonces dL/dt definida negativa. Por el corolario 5.2 de [13], la soluciones limitan a M,
el conjunto més grande e invariante subconjunto de {dL/dt = 0}. Ademds, dL/dt = 0 si

y solo si z(t) = x1, y(t) = y(t — 7) = y1 v v(t) = v1. Por tanto el conjunto compacto
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invariante més grande en M es {F;}, donde E; es el equilibrio endémico. Esto muestra
que limy,oo (z(t), y(t),v(t)) = (x1,y1,v1). por el principio invariante de Lyapunov-LaSalle

teorema 5.3 de [13]), si p—r (1 — 22441} > WL entonces E es globalmente asintéticamente
'LL Tmazx x1

estable. ]

3.2.7. Permanencia

En esta seccién discutiremos la permanencia del sistema (3.2.6). Primeramente daremos

la definicion de persistencia uniforme.

Definicién 3.1. El sistema (3.2.6) se dice que es uniformemente persistente en el conjunto

acotado (2 si existe una constante n > 0 independientemente del valor inicial en €2 tal que

liminfz(¢) > n liminfy(t) >n liminfo(t) >n
t—ro0 t—r00

t—00

junto con cualquier solucién positiva con condiciones iniciales (3.2.7).

Notemos que nuestro sistema es disipativo (o equivalentemente uniformemente acotado)
y para un sistema disipativo uniformemente persistente es equivalente a la permanencia.

Para probar la permanencia del sistema (3.2.6), presentamos la teoria de la permanencia
para un sistema de dimensién infinita como lo presenta Hale y Waltman [15].

Ahora mostraremos que el sistema (3.2.6) es permanente aplicando el lema (2.18)
Teorema 3.10. Si Ry(7) > 1 entonces el sistema (3.2.6) es permanente.

Demostracion. Definamos

Xo = {(¥, 1, 02) € C([—7,0],R3) : () # 0,01(0) = ¢(0) =0, (6 € [—7,0])}.

Si Xy = intC([—7,0],R%), el cual satisface las condiciones del lema (2.18). Sabemos que
las soluciones son uniformemente acotadas y acotadas, por tanto el semigrupo ®(t) es

puntualmente disipativo. Necesitamos determinar el siguiente conjunto

Q1 = Uyev,w(y),

donde Yy = {yo € Xo : y(t,yo) € XoVt > 0} y w(y) es el conjunto w—limite de la
solucién y(t) del sistema (3.2.6) comenzando en yp. Si todas las soluciones del sistema
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(3.2.6) comienzan en el conjunto X3 pero no en el eje x saldriamos de X5 y la mitad positiva
del eje x es un conjunto invariante, es decir, Yo = {(z,y,v) : (x,y,v) € X,y =v =0}. En

el conjunto Y3 es sistema (3.2.6) se convierte en

| (-52)
r=s—pr+rr|l-—
xma;t

Claramente el equilibro E° es un punto fijo de ®(¢) en Y5. Por lo tanto,cualquier solucién
(z(t),y(t),v(t)) del sistema (3.2.6) iniciando en Y, converge a E; esto es ; = {E°}. E°

es una cubierta de €y, lo cual es aislado (Porque E° es un equilibrio hiperbdlico cuando

Ry > 1) y no periédico (porque existe una solucién no trivial en X, que relaciona a E° en
si mismo).

Ahora, mostraremos que W*(EY)NX; = 0, donde W*(E") denota la variedad estable de
EP. Por tanto se sigue del lema (2.18) que el sistema (3.2.6) es uniformemente persistente.
Supongamos lo contrario, entonces existe una solucién positiva (Z, g, ) del sistema (3.2.6)
tal que (z,9,0) — (29,0, 0) cuando t — oo. Notemos que z < x° y escojamos una ¢ > 0,

suficientemente pequena y to > 0 suficientemente grande, tal que

2’ —e<a(t)<a’+e

para t > tg — 7. Entonces tenemos que para t > i

{ Jt) > Bt —e)i+ry [1 - %} — (a+0)y, (3.2.54)

v(t) = oy(t—T1)e T —qu(t).

Consideremos la siguiente matriz

T(l_x0+2€) —(a+6) B(xo—e)

Tmax

A, =

oge " —y

Desde A, tiene elementos positivos fuera de la diagonal, el teorema de Perron-Frobenius
implica que existe un eigenvector positivo 1% para el maximo eigenvalor \; de A.. Ademas,
vaque Ry > 1, entonces y(a+0)+ry (1 — %) —Boe " (2°—¢€) < 0 para € suficientemente

pequena, por un simple calculo se puede ver que A; es positivo.

Ahora consideremos

.CEO+26

) ~la+d)y, (3.2.55)

Tmax

{ (1) = Bzo — v+ 1y (1 —

0(t) =ce @yt — 1) — v
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Sea v = (v1,v2) y [ > 0 suficientemente pequeno tal que

vy < g(to + ),

lvg < 0(ty +0),
for 0 € [—7,0] if (y(¢),v(t)) es una solucién del sistema (3.2.55) satisfaciendo y(t) = lvy,
v(t) =lvy for tg — 7 <t < ty.

Desde que el semiflujo del sistema (3.2.55) es monétono y Acv > 0, se sigue que y(t)
and v(t) son estrictamente crecientes y(t) — oo, v(t) — oo cuando ¢t — oo.Notemos que
g > y(t), o(t) > v(t) for t > ty. Tenemos y(t) — oo, 0(t) — o0 as t — 0o0.pero esto es
una contradiccién pues el teorema 3.12 nos dice que Cy repele las soluciones positivas del
sistema 3.2.6 uniformemente. incorporando esto en el lemma 2.18 y el teorema 3.12, se

sigue que el sistema (3.2.6) es permanente.

3.2.8. Simulacion Numérica

Consideramos un modelo epidemiolégico SIR con retardo y obtuvimos los siguientes
resultados. De acuerdo a los teoremas (3.3), (3.4), (3.5), (3.8), (3.9) y (3.10) tenemos los

siguientes casos:

1) Cuando Ry(7) < 1 el equilibrio libre de infeccién del sistema (3.1.4) es globalmente

estable.

2) Cuando Ro(7) > 1, la enfermedad es permanente, el equilibrio endémico del sistema

(3.1.4) es globalmente estable bajo condiciones extras.

Presentamos algunas simulaciones numéricas de los ejemplos que validan los resultados

tedricos obtenidos en nuestro analisis.

dzsf) =20 + 0.024x(t) {1 — %Oé/(t)] —0.02z(t) — 9'241930.1(;)0_1;((5))@@) + 0.01y(1),
dgilgft) :9'2419?0.1(?0_15((;))0@) +0.024y(1) {1 _ %Oél(’f)] — 0.021y(¢) — 0.01y(1),

(3.2.56)
di’lit) =0.021y(t — 5)e” VG — 0.020(t).
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tomando el siguiente conjunto de funciones historias constantes
¢1(6) = 800,400, 1100. ¢2(0) = 70,100, 130. ¢3(6) = 200, 250, 300.

Ahora, consideremos el siguiente sistema

da(t) z(t) +y(t)
dt 1200

dy(t) 0.0027x(t)v(t)
dt 14 0.001v(t)

du(t)
dt

0.0027z(t)v(t)
14 0.0010(t)

=5+ 0.025x(t) [1 - ] — 0.02x(t) + 0.02y(t),
z(t) +y(t)

1200

+0.025y(t) [1 - ] —0.0302y(t) — 0.02y(t), (3.2.57)

=0.302y(t — 5)eC030D6G) _ 9 1y(¢).

Aqui, consideramos las siguientes funciones historias constantes
¢1(6) = 40,60,100. ¢9(0) = 160,240,400. ¢3(0) = 20, 40, 60.

Finalmente, consideremos

20 54000t [1-%03“’] —o.ozx<t>—01'0+0207§(§ﬂf(%’+o.1y<t>,
v Ol'(f%fgéi“(%>+o.001y<t> [1_%03“)] — 0.05y(t) — 0.1y(t), (3.2:58)
dv(t)

= 0.5y(t — 5)e” OB _ 2 1y(¢).

dt

con las siguientes funciones historias constantes

$1(0) = 120,210, 330. ¢2(0) =, 80,120,200. ¢3(F) = 20,25, 30.

Para los tres sistemas anteriores, usamos dde23 [29], basado en el método de Runge-
Kutta y obtuvimos algunas figuras (ver Figs. 3.1, 3.2 y 3.3). Para explorar el sistema
(3.2.56)-(3.2.58) e ilustrar la estabilidad de las soluciones, consideramos el conjunto de

pardametros tomados en [30, 20, 22, 31].

En el sistema (3.2.56) Ro(5) = 0.3727 < 1y E° = (1105,0,0), el teorema 3.3 se satis-

face y por 3.8 el equilibrio libre de infeccién es estable (ver Fig 3.1).
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Figura 3.1: El comportamiento de la dindmico del sistema(3.2.56), tenemos Ry(5) =
0.3727 < 1 y E° = (1105,0,0) es globalmente asintéticamente estable. El espacio fase

del sistema (3.2.56), el cual ilustra la estabilidad del equilibrio libre de infeccién E°.
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Figura 3.2: Comportamiento dindmico del sistema (3.2.57), con Ry(5) = 4.3915 > 1y
E, = (106.4,323.5,40.04), en este caso satisface la condicién de estabilidad local para el
equilibrio £ como se establece en el teorema 3.4 y 3.5. La grafica del espacio fase (3.2.57),

ilustra la estabilidad del equilibrio Ej.
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Figura 3.3: El comportamiento dindmico del sistema (3.2.58), con Ry(5) = 1.3132 > 1y

E, = (286.6,32.17,5.96), en este caso se satisface la condicién de estabilidad global para

E4, como establece el teorema 3.9. El espacio fase de (3.2.58), ilustra la estabilidad del

equilibrio F;.
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Figura 3.4: Tomando el conjunto de parametros r = 0.4,s = 1, u = 0.02, @« = 0.9, Zpp00 =
1500, 8 = 0.0027,0 = 9,7 = 2.4,k = 0.001,0 = 0.001,p = 0.65, y 7 = 0.7, en ntimero
reproductivo bésico Ry(0.7) = 10.1999 > 1. Cuando 7 = 0.7 la trayectoria converge al
equilibrio Fy = (97.14,62.26, 148.1)
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Figura 3.5: Dindmica del sistema (3.3.59) después que ocurre la bifurcacion de Hopf, usamos
los siguientes parametros: » = 0.4,s = 1,u = 0.02, @« = 0.9, T4, = 1500, 8 = 0.0027,0 =
9,v=2.4,k=0.001,0 = 0.001, p = 0.65, y 7 = 0.86. Here x(#) = 120, y(0) = 80, v(8) = 20
el nimero reproductivo basico Ry(0.86) = 9.1945 > 1.

En el sistema (3.2.57) el equilibrio infectado es Ey = (106.4, 323.5,40.04), Ry(5) = 4.3915 >
1 y se satisface las condiciones de los teoremas 3.4 y 3.5, por tanto tenemos la estabilidad

local del equilibrio infectado para toda 7 > O(ver fig. 3.2).

En el sistema (3.2.58), £y = (286.6,32.17,5.96) y Ry(5) = 1.3132 > 1, se satisface la
condicién global para el equilibrio E;, como se establece en el teorema 3.9, por tanto el

equilibrio es globalmente estable.

Para ilustrar la estabilidad de F; de acuerdo al teorema 3.7, tomamos el siguiente con-
junto de pardametros: r = 0.4,s = 1,u = 0.02,a = 0.9, 2,,., = 1500,5 = 0.0027,0 =
9,v = 2.4,k = 0.001,0 = 0.001, 0 = 0.65 . Podemos ver que existen dos valores critcos
del retardo, lo denotamos por 7" y 7%, 7 = 0.8254 y 7 = 1.6258. Por simple exami-
nacion mostramos que el equilibrio infectado es localmente asintéticamente estable para

7 € [0,7). En este caso seleccionamos 7 = 0.7 < 7 = 0.8254, ver figura (3.4) . El
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Figura 3.6: Dindmica del sistema (3.3.59) después que ocurre la bifurcacién de Hopf, toman-
do los valores: r = 0.4,s = 1,u = 0.02,a = 0.9, 2,0, = 1500,8 = 0.0027,0 = 9,7 =
2.4,k = 0.001,8 = 0.001, o = 0.65, and 7 = 1.5. Here z(6) = 120, y(6) = 80, v(f) = 20 el
nimero reproductivo bésico Ry(1.5) = 6.0727.
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Figura 3.7: Para los siguientes pardametros: r = 0.4,s = 1,4 = 0.02,a = 0.9, 2300 =
1500, 8 = 0.0027,0 = 9,7 = 2.4, k = 0.001,6 = 0.001, o = 0.65. El equilibrio positivo del
sistema (3.3.59) es asintéticamente estable cuando 7 = 1.7 con Ry(1.7) = 5.3350.
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equilibrio positivo del sistema es inestable para 7 € (7%, 7). En este caso, seleccionamos
T=086>7"y 71T =15<7"=1.6258, ver figuras (3.5) y (3.7). Cuado 7 = 1.7 > 7**.
El equilibrio positivo es nuevamente asintéticamente estable, ver figura (3.7). en 7% y 7,
ocurre la bifurcacién de Hopf.

Para ilustrar el teorema 3.10, usamos el sistema (3.2.57) y (3.2.58). Mostramos que la

persistencia uniforme ocurre si el nimero reproductivo basico es mayor que uno.(ver Figs

3.2, 3.3).
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3.3. Modelo con transmisién mitética, tasa de cura y

tasa de saturacion con retardo

En esta seccién analizaremos la dindamica del modelo de infeccién viral (3.1.5) con trans-
mision mitética y cura de células infectadas. El retardo, nos indica el tiempo necesario para

la produccién de nuevos virus a partir que se infecta una célula sana.

Considere el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

() = stra) [1- 20| pa(r) - S0 4 6y(),

y/(t) _ Be T x(t—7)v(t—T) + ’f‘y(t) |:1 _ M} _ (Oé + 6)y(t), (3359)

1+kv(t77') Tmazx
V(t) = oy(t) — ().

Denotamos por C' el espacio de Banach de funciones continuas ¢ : [-7,0] — R con la

norma del supremo

¢l = sup {l¢a],[¢o], [¢s]}
—7<H<0

donde ¢ = (¢1, ¢a, ¢3), ademds sea
Cy ={(d1,02,03) €C:¢; >0 VO € [-7,0],i =1,2,3}
con condiciones iniciales para el sistema (3.3.59)

z(0) = ¢1(0) > 0, y(0) = ¢2(0) > 0,0(0) = ¢3(0) >0 6 € [—7,0]. (3.3.60)

3.3.1. Positividad de Soluciones

Lema 3.11. Todas las soluciones del sistema (3.3.59) con condicion inicial (3.3.60) son

positivas

Demostracion. Sea t; = sup{t > 0:x > 0,y > 0,v > 0} para todo ¢ en el intervalo [0, ¢].
Claramente t; > 0 y si 0 < ¢ < ¢; entonces uno de los siguientes z(¢), y(t1),v(t1) debe ser
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cero. Se sigue de la primera ecuacién del sistema (3.3.59) que

7)) = s+ralt) {1 - 79”(2;3“)] — () f‘i(tgzg; T oy(t)
> s+ rx(t) {1 - 73:(15;:&3(15)} — px(t) — fi—(tk);zg;
_ @) +y@)] | Pr@®)o(t)

reescribiendo la desigualdad anterior:

P

dt
> sl i @@ Hy(@)de+ g 2T
luego
z(t)e (u=r)t1+ == 51 ((9)+y(8))dd+ [y 152—%6@ — 2(0)
t u (@)
>/ Se(“ rut o Jo @(@)+y(8))do+ [ 1+m(¢)d¢du
- 0
por tanto
t1 Bu(d)
2(t) > (0)e I e o' GO VOl T (3.3.61)
Lo Jo @(@)+y(@)do— 3+ 12200 d¢>/ =t 2[5 (@(@)+y(@))do+ [ e 49 g,
0

> 0.
resolviendo para y(t) > 0y v(t) > 0, tenemos
y(t) = y(0)e @rInThr (3.3.62)

L (b1 2 g / ! <ﬁx<¢ — (o - %ww—m—%w) a6 > 0
0 1+ kv(p—1)

( z(¢)+y(¢)))d¢

Tmazx

v(ty) = e [U(O)+/Olay(¢)ewd¢ >0 (3.3.63)

Sea t € [0, 7], se tiene que ¢ —t € [—7,0] para todo ¢ € [0, 7]. Usando z(t) > 0y v(t) > 0
para t € [—7,0], deducimos que y(t) > 0 y por tanto v(¢) > 0 en [0,7]. De acuerdo a

(3.3.61)—(3.3.62), deducimos que z(t) y y(t) son no negativos en el intervalo [0, 7]. Este
metodo puede repetirse para deducir la no negatividad de z(t), y(t) y v(f) en el intervalo
[7,27] y entonces en intervalos sucesivos [n7, (n+1)7] n > 2, para incluir todos los tiempos

positivos.
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Teorema 3.12. Existen constantes positivas tal que para cualquier solucion positiva
(x(t),y(t),v(t)) del sistema(3.3.59) es acotado

Demostracion. Sea

W(t) = z(t) + y(t) + 8 /t e 7{”511;(2) ds

calculando la derivada de W

W(t) = s+ rat) [1 - W} — i (t) + ry(t) [1 - W] —ay(t)
~mB ttT J—r— % ds
< s ) o) —mp [ T
< s+ rx”;‘“” —aW(t)
donde a = min{a, 11, m} asi
W(t) < W(0)e 4 25 M Tmar () ary

2a

por tanto W(t) es acotado. Como x(t) es acotado, y(t) también es acotado. De la tercera
ecuacién del sistema (3.3.59) se puede ver que v(t) es acotado. Hemos probado que todas

las soluciones del sistema (3.3.59) son acotadas. Esto completa la prueba. n

3.3.2. Equilibrios

Este sistema consta de dos equilibrios: El libre de infeccién y el equilibrio endémico.
Estos equilibrios ya se han calculado en la secciéon anterior. Recordemos que calcular los
puntos de equilibrio de un sistema con retardo es equivalente a encontrarlo cuando 7 = 0.

Ahora estamos interesados en estudiar el comportamiento de cada equilibrio.

3.3.3. Estabilidad local

Estudiaremos la estabilidad local de E° y E;. Usando el método de la matriz de la

préxima generacion, calculamos el niimero reproductivo bésico:

0, ,—mt 0
Ry — 1 {Baa:e +r(1— x )]
a+0 Y Tmaz
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Encontremos la ecuacién caracteristica del equilibrio libre de infeccién, pero antes cal-
culemos en general la funciéon caracteristica. J es la matriz de derivadas parciales de los
términos sin retardos y Jp son las derivadas de los términos que tienen retardos. Para

nuestro caso J es

r—= ’LL - In:,az (2.7; + y) - 15’1];11 _ﬁ + 5 - (1‘5;:’0)2
J = - r—(a+0) = ;—(v+2y) 0
0 o —y
y Jp

0 0 0

_ Be~MTy(t—T) Be~™MTx(t—T)

Jp = i—l—kv(t—r) 0 (le—i—kv(tx—r))Q
0 0 0

encontrar la funcién caracteristica es equivalente a encontrar la determinante det(\ — J —

e* Jp), es decir

r B rT B
A= (T—u— $maz(2x+y)_ 1+lli:v> Tmaz -0 m
r Be (MmN Ty (t—7) r Be (M+N)T (1 _7)
;cmiz T Itku(t-1) A= <7" —(a+9) - Tmaz (z + 23/)) T T ko=

0 —0 A+

Teorema 3.13. Si Ry(1) < 1, entonces el equilibrio libre de infeccion es localmente

astntoticamente estable.

Demostracién. Evaluado en E° = (2°,0,0), se tiene

A—(r—u—%) %—5 B
0 A — <r —(a+6) — %) —Be(m+NTg0 | = 0.
0 —0 A+

Usemos cofactores y llegamos a:

{)\— (r—,u— iior)] KA— (r— (o +6) — ;jo)) (A +7) — Boale V7| = .

(3.3.64)
de (3.3.64) obtenemos tres valores propios, uno de ellos se puede ver claramente:
2 0
N x’r
xmax
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Como E° satisface el sistema (3.3.59) entonces

0
x

ra’ (1— ) = ux’ —s,
xmax

] 20 s
r{l— = u——

xmax ILL xo ’
usando la igualdad aterior

2207 (s m’o)
A=71—p— =— + .

Tmaz A

lo cual es un eigenvalor con parte real negativa.
Los otros dos valores propios que se desprenden de (3.3.64) son raices de la siguiente

funcion caracteristica.

M 4 ap A+ ag + boe M =0, (3.3.65)
donde
ra’ z° s
ag = v—|r—(a+9)— =y—(r{l1- —(a+0)) =7+ 5 +ta—p+9,
Tmax Lmaz T
0 0
ag = —(T—(a+5)— m )7:—(7“(1— ’ ))7
Tmax Tmax
— (-5 _ _ s
= —(1-5-@+9)y=ra+d)-w+1.
by = —pozle™™ .

Consideremos la siguiente funcion
FO) =M+ a A +ag + boe ™™
notese que
_ Vs 0_—mt
ap+by = 'y((a—i-é)—u)—l—ﬁ—ﬂax e

B Bozle ™" S
- {erﬂ—E—(Oﬂr(S)]
- {Baxie”” . (1 o a ) (et 5)}

xma:v

= oo [y (e ()
— (@ +6)[Ro—1].
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Si consideramos Ry > 1 y consideremos A € R, tenemos que
f0)=ap+by=—y(a+3d)[Ry—1] <0 y /\h’m f(A\) =00
— 00

con lo anterior aseguramos que existe una raiz positiva de f(\) y por tanto la ecuacién
caracterfstica A2 4+ a1\ + ag + bpe 7 = 0 tiene una raiz positiva y asi el equilibrio libre de
infeccién es inestable.

Cuando 7 = 0 (3.3.65) se convierte en A\* + a; A + ag + by = 0, y notemos también que
a, = ”y—l—x—so+04—,u+(5 > 0, pues a > py si Ry < 1 tenemos que ag+0by > 0. Por tanto todas
las rafces tienen parte real negativa y asi el equilibrio E° es localmente asintoticamente
estable cuando 7 = 0.

Si A = wi con w > 0, es solucién de la ecuacién (3.3.65) entonces satisface la ecuacion,
es decir

—w? + ayw + ag + bo(cos(wt) — isen(wT)) =0
separando parte real e imaginaria obtenemos el siguiente sistema
ap — w? = —bycos(wr)

a1w = bysen(wt)

elevando al cuadrado ambos miembros del sistema y sumando tenemos el siguiente poli-

nomio.
w* + (a3 — 2ap)w? + (af — b3) =0 (3.3.66)
donde
s
a = Y+ +ta—p+0
i

W(a+8)—m+ 15

by = —Bozle ™

Qo

Si Ry < 1 entonces el polinomio (3.3.66) no tiene raices positivas. pero esto no puede

pasar pues afirmamos que w > 0. Por tanto E° es localmente asintéticamente estable.

[
Estabilidad local del Equilibrio endémico.
La ecuacion caracteristica del equilibrio infectado esta dado :
A= (- 2o ) - i) ) e
r e—(m+/\)7v r 6_(m+/\)7—$
x'rgia: - B 14+-kvy . )\ - <T - (O{ + 5) B Tmazx (xl + 2y1)) _5(1“1’]@'01))2 1
0 —0 A4y

)



Haremos el siguiente cambio, con la identidades siguientes:

O NI I L S /1
H 1 Tmazx 1+ k’Ul I
r—a:—ﬁe T101 T($1+U1)+5
(1 + kvl)yl Lmaz
reescribiendo la determinante
s 4oz 4 Sy e __ Bz
A + 1 + xrn(alz —i; xll xmal,a: 6 (1‘i’(k;1)?
r Be—(m+M)7y Be ™7 x1v r Be~ (M+N)7 4 _
xrfj:z B 1+kvy s AE (1Jrkvl)ly11 xrfj:z T (14kv)? L =0
0 —0 A+
y la ecuacion caracteristica es de la forma:
N 4 aoA? + ar A+ ag + (b + by)e ™ =0, (3.3.67)
donde
s rT r ) e ™ v
R A O Gl T S i Y
T Tmax Tmax X1 (1 + kvl)yl
s rxy oy pe"Trivr T pe™Trivr T
a = — — + )+ o
€1 Tmazx €1 (1 + kvl)yl Lmaz (1 + kvl)yl Lmaz
_™h ( rTe (5)
xmax xmax
(s Ttz Oy pe " x1v s O0y1\ Ty pe " xvr | Ty
=(— — Tt —+— + gl
5l Tmax 5l (1 + kvl)yl T T Tmax (1 + kUl)yl Tmax
r
FINLESH
xmax
s I 0y1 Be " x v, rY rY1 rITy Y1 Brivy
ap = | — — Y- —0 )y — 5
X1 Tmax 5l (1 + kvl)yl Lmaz Tmax Tmax Tmax (1 + kvl) hn
(s [ rm |y Be " s oy Ty Y10 ryr  Briv
== = |+ =+ = + - —
X1 Lmaz X1 (1 + kvl)yl X1 X1 Lmaz Lmaz Lmaz (1 + kvl) n
b — _Bwlae_"” N rTy 5 Be My
(1 + kvyp)? Tomas 1+ kv,
_ Brive™” rry fe vy Be "y
N (]_ + kU1)2y17 Tmax 1+ kUl 1+ kUl
Brioe™™T [ s I 0y I Be My Boxy  Be My
by = — T | = + — | + -0y 5 )
(I+Fkv)?2 \ 21 Tomae 21 Tonax 1+ kvy (14 kv )21+ kv
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con x1,%;,v; satisfaciendo el sistema. Cuando 7 = 0 el polinomio caracteristico es de la

forma
)\3 + ag)\Q + (CLl + bl))\ + (CLQ + bo) =0
El criterio de Routh-Hurwitz nos asegura que las raices del polinomio caracteristico tienen

parte real negativa si a; +b; > 0, ag + by > 0y as(a; + by) — (ap + by) , en nuestro caso

tenemos que as,a; > 0y

s
a,+b = — vkvq

X1

Be " x1v TY1 r(z1 + v1) Be " x1v
+ )+ Y

(1 + kU1)y1 Tmax Lmaz (1 + kvl)yl

re "™ v, rﬁe*””val 0 57“yf N ory,

¥ > 0.
zmaa:(l + kvl) xma;r(l + kvl)yl 5l T1Tmax Tmax

R 5y1) (66_"”951@1 foy + ( s 5y1) rY1 v+ Ty157

by = 2L 2, 2a
G0+ 0o (xl * Tmax x1 1+ kvl)le”y T * T1
r

X1 Be M,
+ - | y——=kv
(xmax ) 7(1 + kvyp)? !
By, (66””3:11}1 re; e "ra 5 MT)
—de

- +
(1+kv)2 \(1+kv)yr Tonas Tz

s rT e ™ v s ) r Y10
:(_+ 1)(5 11vkvl+(—+ﬂ) 3/17+ 3/17
1

2
T Tmax 1 + kvl) ) T X1 Tmax Tmax

xmax xmax

+

I Be My

Tomax v (1 + kvy)
Byvy (ﬁe_"”xlvl rey e "™ra; 5 _mT)

— de .

— +
(1 + kvl)Q (1 + kvl)yl Tmazx Tmazx

+ D) kUl

+

Usando lo siguiente

Be ™ x1v, rT Y1
— — o —
(1 + kU1)y1 Lmaz “ + " + Tmax
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luego

€ max € max

s rT e ™ v s ) T Y10
aotbo= Sy )b L oy 4+ (= ) A T2,
T1 Tmaz ) (14 kvi)?y 1 1

I Be My
k
+ xmaxﬁy(l + kvyp)? 1

+(1f_7%)2 <a—r(l—%ﬁyl) +5(1—e_"”))
1 mazxr

lo que sabemos es 1 —e™™” > 0. Ahora si a — r (1 — %) > (0 entonces ag + by > 0.

Consideremos @ = as(a; + by) — (ag + bo)

Si 7 =0, por el criterio de Routh-Hurwitz tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.14. Sea Ry > 1. SiQ >0 ya—r <1 — m) > 0, entonces el equilibrio

Tmax

infectado By = (x1,y1,v1) es localmente asintéticamente estable.

Para analizar la estabilidad local del equilibrio endémico cuando el retardo 7 > 0.

Haremos uso del siguiente lema tomado de la literatura [32].

Lema 3.15. Las condiciones necesarias y suficientes, para que Ey = (x1,y1,v1) sea local-

mente asintoticamente estable para todo T > 0, son las siquientes:

i) La parte real de todas las raices de la ecuacion caracteristica (3.3.67) F(\,0) son

neqgativas.
ii) Para todo w real y 7 > 0, F(iw,7) # 0 donde i = \/—1.

Aplicaremos el lema (3.15) para mostrar que el equilibrio infectado E; = (x1, 41, v1)
es localmente asintéticamente estable para 7 > 0. Por el teorema (3.14) se satisface la
condicién 7) del lema (3.15). Por tanto s6lo necesitamos probar la condicién i) del lema

(3.15).

Si w = 0, entonces F(0,7) = ag + by # 0 bajo la condicién del teorema (3.14). Si w > 0,

obtenemos

Fliw,7) = —w® — asw® + aywi + ag + (biwi + by ) (cos(wT) — isen(wr)) =0
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separando en parte real y parte imaginaria se tiene el siguiente sistema:

ap — ayw® = —bycos(wT) — bwsen(wr) (3.3.68)
amw —w® = —bweos(wr) + bysen(wT)

elevando al cuadrado ambos miembros de las dos ecuaciones del sistema y sumando da

como resultado el polinomio de grado seis con la indeterminada w
Wb + (a3 — 2a1)w* + (a3 — 2apay — b3)w?® + (af — b3) = 0 (3.3.69)
usando el cambio de variable, sea
z=w’ A=a5—2a; B=aj—2apay —b} C =a’— b

Entonces la ecuacién (3.3.69) se convierte en un polinomio de grado tres con la indetermi-

nada z.
G(z)=2"+ A2+ Bz+C =0 (3.3.70)

nuestro siguiente paso, es probar que la ecuacién (3.3.70) no tiene raices positivas para

B> 0yC >0, entonces F()\,7) = 0 no tiene raices positivas. Notemos que 9% —

dz
322 +2A2 + B.

Sea
322 +2A2+ B =0 (3.3.71)

entonces la solucién de la ecuacién (3.3.71) es

—-A++VA?-3B
3

Si B > 0 entonces v/ A% — 3B < A. Por tanto, z; y 2o ambos son raices negativas, la ecuacién

212 =

(3.3.70) no tiene raices positivas. Para 7 > 0 el equilibrio infectado E; = (x1,y1,v1) es

localmente asintéticamente estable. Ahora podemos enunciar el siguiente teorema.
Teorema 3.16. Supdnga que Ry(T) > 1. si
i) $iQ>0ya—r(1- =) o

ii) SiB>0yC>0.

Entonces el equilibrio infectado Ey = (x1,y1,v1), es localmente asintoticamente estable.
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3.3.4. Bifurcaciéon de Hopf

En esta secciéon usaremos el parametro 7 como parametro de estudio para la existencia
de la bifurcacién de Hopf en el Fj.
Sabemos, por el teorema 3.14,si Ry > 1, QQ >0y a—r (1 — m) > (, entonces

Tmazx

el equilibrio F; es localmente asintéticamente estable.

La ecuacién caracteristica de la linearizacién del sistema (3.3.59) cerca del equilibrio infec-

tado E; esta dado por (3.3.67)
POAT)+Q(\,7)e ™ =0
donde

P\, 7) = A 4 ag(T)N* + a1 (T)\ + ao(7) (3.3.72)
QA7) = bi(T)A + bo(7)

Cuando 7 = 0, por el teorema (3.14), conocemos que el equilibrio positivo E; es localmente
asintoticamente estable.

Enseguida, analizaremos la existencia de las raices imaginarias puras A = iw(w > 0) para
la ecuacién (3.3.67) toma la forma de un polinomio exponencial de tercer grado en A,
donde todos los coeficientes de Py @) dependen de 7. Beretta y Kuang [27] establecen un
criterio geométrico el cual garantiza la existencia de raices imaginarias puras de la ecuacion
caracteristica cuando los coeficientes dependen del retardo.

Para aplicar el criterio de Beretta y Kuang [27], necesitaremos verificar las siguientes

propiedades para todo 7 € [0, Taz ), donde 7,0, es el maximo valor en el cual E; existe.
a) P(0,7)+Q(0,7) # 0;
b) P(iw,7) + Q(iw, T) # 0;

c) h’msup{‘% Al = 0o, ReXd > 0} < 1

d) F(w,7) = |P(iw,7)|* — |Q(iw, 7)|” tiene un numero finito de ceros;

e) Cada raiz positiva w(7) de F(w,7) = 0 es continua y diferenciable en 7 siempre y

cuando exista.
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Aqui, P(\,7) y Q(\,7) son definidas como en (3.3.72).

Sea T € [0, Tyaz ). Es facil verificar lo siguiente

P(0,7) + Q(0,7) = ao(T) + bo(T)

s T Be ™z, S oy1\ T ry10
=(—+ kg + () Ty
<x1 a:max) (1+ /@1}1)2y1V ! ( ) i x i

I Be My
+ ¥ 3
Tmae (1 + kvy)

+(1§77;;)2 (_(1_7+y) +5<1_e—m>)
1 max

£0

kUl

Esto implica que se satisface a). La propiedad b) es verdadera por que

P(iw, 7) + Q(iw, 7) = —iw® — ag(T)w? + a1 (7)w + ao(T) + by (7)iw + bo(7)
= ao(7) + bo(7) — ax(T)w? + iw(ay (1) + by (7) — w?)
#0

De la ecuacién (3.3.72), el grado de P(\,7) es mayor que el grado de Q(A, 1), por

proceso al limite infinito, sabemos que

o QAT _
IN—=+o0 | P(A, 7)

Por tanto se satisface c).

Sea F' definida como en d). De

[P = w® + (a3(7) — 241 (7))w + (a3 (1) — 2a0(7)as(7))e? + ag(7)
QA T)I” = 5(r) + b ()

tenemos
F(\ 1) = Wb+ 01(7)w4 + 62(7)w2 + c3(7)
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donde

ar(r) = a5(7) — 2a:(7)
ea(7) = ai(7) — 2ap(7)ax(7) — bi(7)

cs = ag() — bo(7)

Es obvio que la propiedad d) es satisfecha, y por el teorema de la funcién implicita, e) es

satisfecha.

Ahora sea A = iw(w > 0) es una raiz de (3.3.67), y también tenemos que (3.3.68). De
(3.3.68) se sigue que

sin(wr) = [a1(T)bi(T) — bo(T)b]%oé)—i;L[Zg((:))zg(T) — azrybi(7)] w) (3.3.73)
e B BB B s gy

y (3.3.74) lo podemos escribir como

sin(wt) = Imggi’g (3.3.75)
cos(wt) = —Reggi’g, (3.3.76)

Supongamos que I € R, es el conjunto donde w(7) es una raiz positiva de
F(w,7) = |P(iw, 7)[* = |Q(iw, 7)|*.

y por 7 ¢ I, w(7) no es definido. Entonces para toda 7 en I, w(7) se satisface F/(w,7) = 0.

Definiendo el angulo 0 € [0, 27], como una solucién de (3.3.75),

sin(07) = Imggg (3.3.77)
cos(07) = —Reggi’g, (3.3.78)
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y la relacién entre wr en (3.3.75) para 7 > 0 y el argumento 0 en (3.3.77) es la siguiente
wr=0+2mn, n=12,.. (3.3.79)
Definamos los siguientes mapeos 7, : [ — R, dado por
0 2
Tn(T)ZM T, >0, n=0,1,2---
w(7)
donde una raiz positiva w(7) de F(w, 7) existente en I.
Introduciremos la siguiente funciones S, : [ — R,
O(t) + 2nm
w(7)

Sp(r)=7— n=20,1,2,..

son continuas y diferenciables en 7. Asi, enunciamos el siguiente teorema como en Beretta

y Kuang [27].

Teorema 3.17. Suponga que w(T) es una raiz positiva de (3.3.67) definido por T € 1,1 C
R.io, ypara7* € I, S,(7*) = 0 paran € Ny. Entonces un par de raices simples imaginarias
puras A\ = +iw existen en T = 7% el cual cruzan el eje imaginario de izquierda a derecha

si 6(7%) > 0 y cruzan el eje imaginario de derecha a izquierda si §(7*) < 0. Donde

dSn(T)’
dr "

§(m*) = sign{ F}, (wr*, T*)}sign{

Aplicando teorema (3.12) y el teorema de la bifurcacién de hopf para ecuaciones difer-
enciales funcionales [28], podemos conjeturar la existencia de la bifurcaciéon de hopf en el

teorema (3.18).

Teorema 3.18. Para el sistema (3.3.59), existe 7 € I | tal que el equilibrio infectado E; es
asintoticamente estable para 0 < 7 < 7%, y se convierte en inestable para T permaneciendo
en alguna vecindad derecha de 7, con una bifurcacion de hopf ocurriendo cuando T = 7%,

T=T7".

3.3.5. [Estabilidad global del Equilibrio Libre de infeccion

En esta seccion, estudiaremos la estabilidad del punto de equilibrio libre de infeccion

E°, aplicaremos funcionales de lyapunov como en Vargas-De-Leén [33].

Caso I: m=0
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Teorema 3.19. Suponga que § < mxo. Si Ro(T) < 1, entonces el equilibrio libre de

infeccion E° de (3.3.59), cuando m =0, es globalmente asintdticamente estable en R3 .

Demostracion. Definamos la siguiente funcional de lyapunov

o —a° [P Tt —w)(t —w)
Ut) = d — d
®) /330 o Ty ”yv+/0 1+ kv(t —w) “

U es definida y continua para cualquier solucién positiva (x(t),y(t),v(t)) del sistema
(3.359) y U = 0 en E° = (2°,0,0). Calculando la derivada de U(t) a lo largo de la
solucién de (3.3.59), se sigue que

dUu(t) (z—a°) . B0 Td x(t —wh(t—w)
i U IUN Tv(t) a /0 dw 1+ kv(t —w) e

~ (z—2") r+y Bav Bx(t — 1)v(t — 1)
o (S_MI+TI(1_xmw)_l%—kv—i_éy)—i_ 1+ kv(t —71)

sty i att = jolt =), _Pav
+Ty(1_xmaa:) (a+5)y+7(o’y W) — 1+ ko(t—71) Jr1+Iw

(z—x0)?
x20

usando r—p = £ — % §(z—a0)L = gy

Tmax x

+ ;% (x—2)y y simplificando, obtenemos

dU (t) 0 s(z — %) r 0 ry Bu Y Bav
SN e _ _ _ 0y _ _ 52
dt (z = 27) xad T maz (z =27 Tmaw 1+ kv + T + 1+ kv
20 ry 0 ry? ﬁxoa
+ry 1_:15 - (x—x)+ —(a+ )y + y — Bz
) _ 0)\2
_ (et _( " ( ) - )
xTx xmax xmax xmal’
Bz — 2% v
T T +1+k +ry — — (a4 )y + — B2
2r 4r [ [
(s + dy)(x — a°)? r <xmaz ) <M - F) 0
B xxo xma$ Tmax $3:zz y

Bakv? 1 Bxlo 20
— 1— —1
1+kv+(a+6)y a+0 v r Tomax

2r 0 r  _ 6\ 6
(s + 0y)(z — 2”) r (r— ) + <$mam $O) <xmm $0) o
- 0 Tonax 2r 4r Y
Balkv
)
(ot By (Bolr) - 1)
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Notemos que si § < —— ——x, entonces xiﬁ — 950 > 0. Asi Ry(7) < 1, entonces, %ﬁt) <0,
EY es globalmente asintGticamente estable. También % = 0 si y solo si z(t) = 2°,y(t) =
0,v(t) = 0,6 Ry = 1, z(t) = 2° y(t) = 0,v(t) = 0. Por tanto, el conjunto mds grande
invariante en {(z(t), y(t), v(t)) : & = 0} cuando Ry(7) < 1 es E°(x°,0,0). Por el principio

invariante Lyapunov-LaSalle, F; es globalmemte asintéticamente estable. n

CASO II: m # 0

m7'+3

Teorema 3.20. Supongamos § < * . St Ry(7) < 1, entonces el equilibrio libre de

infeccion E° de (3.3.59), es globalmente asintéticamente estable en R,

Demostracion. Definimos la siguiente funcional de lyapunov

_ fo—u mr B.CE )(t_ )
U(t)_/g;o da+e Y+ 5 v+ﬁ/ 1—|—kv(t— ) dw

U es definida y continua para la solucién (x(t),y(t),v(t)) del sistema (3.3.59) y U = 0
en EY = (2°,0,0). Calculando la derivada de U(t) a lo largo de la solucién posititva de

(3.3.59), se sigue que

dU(t) (v —2°) d z(t —w)v(t —w)
A B(l) +e” y()+ ﬁ/ dw 1+ ko(t —w) e

_ (z—2a") Bxv Bx(t —7)v(t —7)
_7(s—ux+m( xmax)—1+kv+5y)+ L ot —7)

T+ z0
+eMry (1 - y) —e"(a+0)y+ 67 (oy — )

xmax

Bx(t —T)v(t —T) Bxv
1+ kv(t —71) * 1+ kv

usando 7 — p = £ — 5 8(z — %)L = _5y(x;;6§)2

Tmax

+ ;%(x — 2%y y simplificando,
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obtenemos

du(t) 0 s(x — 2°) r 0 ry Bv y Bav

xa0 Tmaz Tmaz 1+ kv x

0 2 0
+e"ry (1 S ) — e Y (x — 2% — e o e (a+0)y + b Uy — B2
gl

Tmax Lmaz Tmaz
(s + 0y)(z — 2Y)? r r re™ 4 r
=— 5 — (z —2°)% + + - — Jylz—2") + y?
T I'maa: I'maa: I'maa: X xma;r
r(e™ —1 2% 20 20
. ( )y2+ B +€mTTy (1_ )—emT(Oé—F(S)y—f-B y_ﬁxov
xma;r ]' —"_ kv I'maa:
_ (s+0y)(z— 29)?
N xa0
r 2r re™” r ) r
—( (x—x°)2+( +—- ——O)y<x—x°)+ y2)
I'maa: I'maa: I'maa: xma;r X I'maa:
r(em —1 2% 20 200
. ( )y2+ 6 +€mrry(1_ )_emr(a_}_(s)y_}_B y_ﬁxov
xma;r ]' —"_ kv I'maa: ,7
2
2r re™m” r )
(8 + 5@})(37 — .770)2 T 0 (iBmaz + Tmax - Tmazx - $_O>
- zz0 " (w—a)+ —ar_
r(eMm™—1) ) r(e™T43) )
+ < Tmazx o F) ( Tmazx - F) 2 T(@mT - 1) 2 5.770]{’02
4—%’;” 4 Tmag 4 1+ kv
1 20oe” ™" 20
+e"(a+6)y pr’o +r(1— -1
a+o v Trma
2
2r re™” r )
(8 + 6y)(x — .I‘O)Q T <Imaa: + Tmazx - Tmax B CC_())
max Tmaz
r(em”—1) ) r(e™7+3) )
N < Tmas F) ( Tmaz F) 5 r(em—1) , pakv?
4:67:” 4 Trax Y 1+ kv
+e™(a+0)y(Ry—1)
Notemos que €™ —1 > 0, entonces %gﬂ >0.51d < %xo, entonces <% - I%) <
ey (Rt ) (s og) L
0 and (= — — ——) > 0, por tanto, i y® < 0. Asi Ry(r) <1,
entonces, %}Et) < 0, E° es globalmente asintéticamente estable. Note que ‘Z—Lt[ =0 si y solo

si z(t) = 2% y(t) = 0v(t) = 0, 0 Ro(1) = 1, z(t) = 2°,y(t) = Ov(¢t) = 0. Por tanto, el
conjunto invariante en {(z(t), y(t),v(t)) : % = 0} cuando Ro(r) < 1 es E°(z°,0,0). Por el
principio invariante Lyapunov-LaSalle, E° es globalmente asintéticamente estable. n
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3.3.6. [Estabilidad global del equilibrio infectado

La estabilidad global del equilibrio infectado lo probaremos construyendo funcionales
de lyapunov. Las funcionales que usaremos son similares como se usa en [30, 33] para mod-

elos de infeccién viral con retardo.

CASOIL:m=0

Teorema 3.21. Supongamos que 6 < xi’;xxl. Si Ro(t) >1yp—r <1 — Q;Im—til) > %1,

entonces el unico equilibrio infectado Ey = (x1,y1,v1) del sistema (3.3.59) es globalmente

asintoticamente estable para T > 0

Demostracion. Definamos la siguiente funcional de Lyapunov para F;

¥ B
L(t) = L(t L
(1) = E(0) + 1oL

donde
i /x (o0 — xl)do+ /y (0 — yl)d0+ Privy /v (1 Cu(l4 ka)) o
1 o m a oy (1 + ki) Jy, o(1+ kvy)

Tt —w)u(t —w)(1+ kvy) z(t —w)u(t —w) (1 + kvy)
L, = —1—1In dw
0 101 (1 + ko(t —w)) 11 (1 4+ ko(t — w))
En el equilibrio infectado, tenemos

s By r Y1
=2 p L 3.
TTH T + 1+ kvy + Trax (1 + 1) T (3.3.80)
Briv r
—(a+9)=— + + 3.3.81
P (o) =~ ) (3:381)
v=ol (3.3.82)
U1

La derivada de L con respecto a t a lo largo de la solucién del sistema (3.3.59), obtenemos

dL _(—m),  ly—y). Pow (1_M)@

@ 0F y Y oy (1 + kvy) v(1 4+ kvy)

=($—x1)(f— —(z+y) - +r—u+5%)

T Tmaz 1+ kv
r
+ (Y — ) (

Bx(t —T)v(t —7)

LR —T) xmax(x+y)+r— (a+6))
By U1

oy (L) v =)

5L
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Usando(3.3.80)-(3.3.82), y

obtenemos

ﬂz:@_xg(_éi&f>—x;gu—wm+«y—mﬂ—ﬂ(1f¢v—1ﬁlm))
+ (2 — 1) (_M + %(y - yl))

T

+(y_y1><ﬁ<a:(t—7) ot—7) m )_ r

yA+kv(t—7)) (1 + ko)
i () (05

1

X max

Kx—m»+w—ym)

Cancelando términos idénticos y con signos opuestos, obtenemos

. 2
:—(S+(Sy)(x_x1>2— T (x_x)_‘_ﬁ(y_y)
dt Tx Tmaz ! _2r !

) (- 2)
. mazx mazx 1 (

ar
k

y— y1)2

paiv; (14 kvy)  z(t—7)o(t —7)(1 + kvy)
* 1+ kv (_xlvl(1+kv) * v (1 + kv(t — 7)) )
N Brivy (_ yu(l+kv) ozt =7yt —7)(1+ kvl))
1+ kv y1v(1 + kvy) x1yv1 (1 + kv(t — 1)

Ul(]. + k:v) U1 1+ kUl

N Brivy (£+v(1+kvl) v, (1+kv))
1+I€U1
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Podemos reescribir % como

~ 2
dL (x — x1)? r o — %
i —(s + 0y) vo, o (x — @) + =25—(y — 1)

2
(2-2)
Tmazx x]
(

ar

2
(=) -
Tmazx
k

By (_ (14 kvy)  z(t—71)v(t—71)(1+ kvl))
z1v1 (1 + ko) v (1 + kv(t — 7))

y—y1)?

1 +I€U1

N Brivy ( o yul+ky) =)yt - 1)+ k)
1+ kv r  yv(l+ ko) r1yvr (1 + ko(t — 7))

N pxivy (v(1+ kvy) B ﬁ—i— (1+ kv) 1) 4 Bv; ﬂ—l—
L+ kvy \vn(1+kv) v (1+kvy) 1+ kv \ 2

(z—x1)?

reemplazando el término 2+ + %+ — 2 por ~—H

xrry Tmax

1+k"U1

() - (= -4)
mazx mazx 1 (

B ir
k

Bxiv; (_ zo(l+kvy)  xt—7)o(t—7)1+ kvl))
101 (1 + ko) v (14 ko(t — 7))

y— y1)2

T _ 2 _Zr _ 0
dL _(S_ Brivy +5y) (x — 1) o [(IB—$1)+WIT

)

x
— =2
€

1+ k"Ul
Brivy ( o oyl +ky) w2t — Tyt — 7)1+ kvl))
1+ kv x (1l + k) zryvi (1 4+ kv(t — 7))

N Brivq (1_ u1(1+k:v)) (U(1+kv1) _3)

1+ kUl ’U(]. + k’Ug) ’Ul(l + kv) (%1
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Usando s — fj}cﬁ = (p—r)r + (951 +11) — oy

(x — 11)? r

max x xmax

2
— (2_?" — i)
Tmax x1
(

ar
k

Bryvi ( wv(l+kvy) | x(t— 7)ot — 7)1+ kv)
i ( )

Tmax

y—v1)°

L+ kv \ zyv1(1 + ko) zv1 (14 ko(t — 7))
N Briv (3 o yu(l+ky) oz -Ty(t -7+ kvl))
1+ kv, r  yo(l+ ko) x1yv1 (1 + ko(t — 7))
)2
— kﬂxl (U Ul)

(14 kv)(1 + kvy)?

Es facil ver que

dLi _ d r(t —wh(t —w)d+kvy) nx(t—w

dt d/ ( x1v1(1+kv(t— w)) b=l T101
:/ d [zt —w)u(t —w)(1+ kv)

o dt x1v1(1+kv(t— w)) 101

—1—lnx

/Odd( z(t —w)u(t — w)(1 + kvy) L1 x(t—wzv(t—w)(wrkvl))dw

xlvl( + ku(t —w)) " 11 (1 4+ ko(t — w))
{a: —wo(t —w)(1 +kvi) ) _lnx(t—w)v(t—w)(l—i-kvl)y
r1v1(1+ kv(t —w)) o1 (1 + ko(t — w)) om0
z(t—1)v(t —7)(1+kvi)  2v(l+ kvy) z(t — 7)ot —7)(1 + kvy)
vy (1 + ko(t — 7)) z1v1(1 + kv) " zv1 (1 + ko(t — 7))
xzv(l + kvp)
101 (1 + kv)
z(t—1)v(t — 7)1+ kvi)  2v(l+ kvy) na:(t—T)ylv(t—T)(l + kvy)
zv (14 ko(t — 7)) 101 (1 + kv) r1yv1 (1 + kv(t — 7))
T yui (1 + kv)
+ 111? + hl—ylv(l o)

+In

Desde
L ﬂ.ﬁEl (%1 dLJr

at dt 14 kvy dt
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Obtenemos

dL r Y1 v\ (z— )
or _ AN - B S £
dt ((N r)+ Tmaz (1 +1) 1 + .Tl) x
2r 5 2
T Tmax X1
- [('T_xl) + or (y —v1)
Tmaz m
<L _ i) r 5
B i) LTI U CTR)
P (v =o1) 1+ kv \x "
_ Brv (yv1(1 +kv)) 1 hlyvl(l + kv)))
1+ kvy \y1v(1 + kvg) y1v(1 + kvg)
_ Bmy (x(t — Dyt — 7)1 + ko)) - 1n:U(t —T)yo(t —7)(1 + kvg)))
1+ kuvy r1yv1 (1 + ko(t — 7)) r1yv (1 + ko(t — 7))
— kBx (v =)
Y1+ ko) (1 + ko)
Ast, p—r 1—% > %y%—% > 0, implica% < 0. Ademas %:Osiysolosi

x(t) =x(t —7) = x1, v(t) = v(t — 1) = v1 y y(t) = y;. Por tanto el conjunto compacto e

invariante mas grande M tiene un unico elemento { £ }, donde E} es el equilibrio infectado.

Esto muestra que lim; . (z,y,v) = (x1,y1,v1). Por el principio invariante de LaSalle
implica que F; es globalmente asintéticamente estable en el interior de Ri’r. =
CASO II: m # 0

Tmazx Tmazx — z1’

Teorema 3.22. Supongamos 0 < "3 g Si Ry(r) > 1y pu—r <1 — “—J’yl> > L
entonces el unico equilibrio infectado Ey = (x1,y1,v1) del sistema (3.5.59) es globalmente

asintoticamente estable para T > 0.

Demostracion. Definamos la siguiente funcional de lyapunov F,

= Brivy
L(t) = L(t L
(1) = L(t) + {7 oL

~ z — Y _ v
L:/ Mdﬂenw/ (0 -y, . Buw / (1_01(1%0))6[0
S w0 oyi(1+ kvy) J,, o(1+ kvy)

T (x(t = w)u(t — w) (L + kvy) z(t — w)v(t —w)(1 + kvy)
L*‘/O ( ARt —w)) T e (L ket — o)) )dw
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En el equilibrio infectado, tenemos

s By r Y1
- =—— — 0= 3.3.83
TR z; 1+ kv + Tnax (21 +11) T ( )
B
My —e™(a+0) = — mr x1 + 3.3.84
‘ " ‘ (Q ) yl(l + kvl) zmaa:( ! yl) ( )
Y1
vY=0—
U1

(3.3.85)
La derivada de L con respecto a t a lo largo de la solucién del sistema (3.3.59), obtenemos

(z—11) . (y—w) . Brivy vi(1+kv)\ .
2= mr 1_—
dt z te Y v+ oy1(1+ kvy) v(1 + kvp) v
N _ B 4y
= (@—m) <x T maz (+y) 1+ kv tropt 53:)
o Be ™x(t —T)v(t —T r
te (y_yl)( ( Jol )

A=) xmw(:ﬁy) +7r— (a+5))

Baiu v1(1 + kv)
+ oy (1 + kvy) (1 B v(l+ kvl)) (oy = 7v)

Usando (3.3.83)-(3.3.85), y

2
y oy r—x )
b el Ty,
x X1 T x
obtenemos
dL

) xmax[(m_x1)+(y_yl)]_B<1—fkv_1f1kv1))
()

= (- (-J‘”_‘”l) L

T T

o (R ) -

Ll n)+ - )]
ot Sy (U Sr ) ()

U1
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cancelando términos idénticos y con signos opuestos y reordenando términos, tenemos

~ mT 2
L ('CE - x1)2 r $3:zz ;fnar B $7:ar - %
E - _(S+6y) T B Lmazx ('T_xl) " | IL | 1 (y_yl)
<r(e"”'fl) N i) <r(e"”'+3) N i)
Tmazx 1 Tmazx 1 T 6mT — 1
+ I (y— ) — (x )(y—yl)2

Brivi ( wv(l+kv) | w(t —7)o(t —7)(1+ kv)
1+ kv 101 (1 + ko) r1v1(1 + ko(t — 1))
Bryv; (_ yui(l+kv) ozt -7yt —7)(1 + kvl))
1+ kvy y1v(1 + kvy) xiyv (1 + ko(t —7)

Ba1vy (x o(l+kv)  w M)

1+ kvy \ 2y v1(1+kv)_v_1 1+ kv,

Podemos reescribir % como

F 2 2r re™ r 5 2
Cfi_f _ —(S + 5@/) (.I' ;xfl) . xnr:agc [(.T . xl) 4 Zmas :I»'ma:i Tmaz  T1 (y i yl)]

<r(e"”71) i i) <r(e"”+3) i i) r -

+ e IIL e i (y — 3/1)2 - Lexm; D (y — 91)2
Byvy (_ wo(l 4 ko))t — molt — 7)(1 4 kvl))
1+ kv 101 (1 + ko) r1v1(1 + ko(t — 1))
Brivy (3 o yu(l+kv) wlt =1yt — 7)1+ kvl))
1+ kv x (1l + k) rryvi (1 4 kv(t — 7))

N Bxqiv; (v(l+kv1) v N (1+ kv) _1) N Bxv1 (ﬂ—i-i _2)

1+ kUl Ul(l + kv) B U_l (1 + kUl) 1+ kUl T Al
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7’ . - 2
reemplazando el término £ + £ — 2 por e=21)”
T T T

T mT 2
dL (.CL" _ xl)Q r 2r 4 re . r 4

_ = — 6 _ _ Tmax Tmax Tmax 1 .

dt (S * y) xrxy Tmaz (ZL' Il) + _2r (y yl)

<r(e"”—1) _ i) (r(e"”+3) _ i)
Tmazx X1 Tmazx x1
+ 4r (

Tmazx

Bxiv; (_ 2v(1 + kvy) N x(t—7)o(t—7)(1+ kvl))
1+ kvy 101 (1 + ko) r1o1(1+ ko(t — 7))
By ( o yu(l+ky) 2t =Tyt — 7)1+ kvl))
1+ kv, x  yo(l+ kvy) rryvr (1 4 ko(t — 7))
Bxivy v1(1 + kv) v(1 + kvy) v

“toi (i) ( )

1+ kUl B ’U(]. + k’Ug) ’Ul(l + kv) (1

Tmax

r(e™ —1)

Tmaz

y—y1)? — (y— )

Usando s — ff}czll = (p—r)z + (21 +y1) — o

(x —x1)?

T

(21 + 1) — 022 + (ﬁ)
Tmax X1 5l

2r re™ _ r 9

2
r 1
[(x .Tl) Tmazx $maz2r Tmazx x1 (y @h)]

xmax x
max

r(em T —-1)  § r(e™T+3) §
Tmax 1 Tmazx 1
+ 4r (

Tmax

Bxiv; (14 kvy)  z(t—7)o(t —7)(1 + kvy)
1+ kv (_x1v1(1+kv) zv1 (1 + kv(t — 7)) )

Baivy (3 1 yu(l+kv) ozt -7yt -7+ kvl))
1+ kvy

— kﬂxl

r(em —1)

y—y)’ — (y—1)’

xmax

r  yo(l+ ko) z1yvi (1 +ko(t — 7))
(v —1vp)?
(14 kv)(1 + kvy)?

+
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No es dificil ver que

dL, d [T (x(t—w)v(t—w)(l+ kv r(t —w)v(t —w)(1+ kv
At %/0 ( ( xlvlzl(%—kv(z(— w)) L 1= ( xlvlzl(—l— kv(z(— w)) )) du
_ /Ti (x(t—w)v(t—w)(1+kvl) 1 _lnx(t—w)v(t—w)(l —l—kvl)) do
o dt 101 (1 4+ ko(t — w)) 101 (1 + ko(t — w))
Td (x(t—w)o(t —w)(l+ kv, z(t —w)v(t —w)(1+ kvy
- _/0 dw ( ( xlvlzl(—l— kv(z(— w)) - b=l ( xlvlzl(jtkv(z(— w)) )) du
_ {x(t —wo(t —w)(1+kvi) - 1nx(t —w)u(t —w) (1 + kvl)y
101 (1 + ko(t — w)) o1 (1 + ko(t — w)) 0

Ca(t =7t = 7)1 + kv

zv(l + kvp) a:(t—T)v(t—T)(lji-kvl)

vy (1 + ko(t — 7))
xzv(l + kvp)

1
* nxlvl(l + kv)

Ca(t=T)o(t — 7)1+ ku)

x1v1(1 + ko) v (14 ko(t — 7))

zv(l + kvp) z(t — m)yo(t — 7)(1 + ko)

zv (14 ko(t — 7))

T yui (1 + kv)
+In—+Ih——=
x y1v(1+ kvp)

zv1 (1 + kv) riyv (14 ko(t — 7))

Desde
£ ﬂ.ﬁEl’Ul dLJr
dt dt 14+ kv, dt
obtenemos
dL r 0 (x — 1p)?
- _ _ — (5 ) —_—
o ((u r) + — (x14+y1) + + 371) .
2r re™ r 5 2
r Tmax Tmazx Tmazx 1
N ARt~ S

r(e™m”—1) 5 r(e™743)
+ < e x1>4r< e ) (y—w)’ — T(ex - 1)(y — 1)
_ Brn <_ o 1n—>
1+ kUl i
_ Brv (ym + kv)) B lnyvl(1+kv)))
1+ kvy \y1v(1 + kvg) y1v(1 + kug)
_ Bmn ( o(t — 1)yt — 7)1 + kva)) | _ln.T(t—T)yl’U(t—T)(l+]€’U2)))
1+ kuvy r1yv1 (1 + ko(t — 7)) r1yvr (1 + ko(t — 7))

(v —1vp)?
(14 kv)(1 + kvy)?

— kB,
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Como § < wxl, entonces (M — i) <0y (M — %) > 0, por tanto

Tmazx Tmazx x1 Tmazx

r(e™T—1) 5 \[(r(e™T+3) s
( )(

foex P/ ms ”1>(y —y1)? < 0. Asf, p—r (1 — —’31“’1) > %, implica 4& < 0.

Tmaz dt

Imax

Ademés 2 = 0 siy solo si z(t) = z(t —7) = z1, v(t) = v(t —7) = vy y y(t) = y1. Por tanto
el conjunto invariante compacto M es de un elemento, {E;}, donde FE; es el equilibrio
infectado. Esto muestra que lim; (2, y,v) = (x1,41,v1). Por el principio invariante de

LaSalle implica que E; es globalmente asintéticamente estable en el interior de R . =

3.3.7. Permanencia

Lema 3.23. Para cualquier solucion (x(t),y(t),v(t)) del sistema (3.3.59) se tiene lo sigu-

tente

4
limsup x(t) < 2° = 2 (<r — )+ \/<r — ) ) |

t—400 2 Tmax
Entonces existe t; > 0 tal que para cualquier € > 0 suficientemente pequena, tenemos que
0
z° <t+e.

Definamos Q = {(z,y,v) : 0 <z <20 <y < M,,0 < v < M,} El sistema (3.3.59)
satisface que para algiun t; > 0

=+ oM,

M
x/zs—ux—i—rx(l—u) _ bz
xmax

lo que implica

maz M, M,\? 4 6M,
ll'mlnfx(t)zxz r—d_é_ Y +\/(T_M_é_r y) n T(3+ y)

r k € max k ‘Imaa: € max

Ahora probaremos la inestabilidad de E; implica que el sistema es permanente.

Definicién 3.2. El sistema (3.3.59) se dice que es uniformemente persistente, si ex-
iste un 7 > 0 (independientemente de la condicién inicial) tal que para cada solucién

(x(t),y(t),v(t)) con condiciéon inicial del sistema (3.3.59) satisface

liminf z(t) > n lim infy(t) >n l{m info(t) >n
—00

t—00 —00

Para un sistema disipativo uniformemente persistente es equivalente a la permanencia.
Presentamos la teoria de la persistencia para sistemas de dimensién infinita como en

[15]. Sea X el espacio métrico completo. Suponga que X° C X, Xy C X, X°N X, = 0,
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X = X%U Xj.Suponga que el C°-semigrupo Y (t) sobre X satisface

{Y(t) X0 — XO, (33.86)

Y (t): Xo — Xo.
Sea Y,(t) = Y (t)|x, vy Ap es el atractor global en Y(t).
Lema 3.24. Suponga que Y (t) satisfce (3.3.86) y satisface lo siguiente:
1. Existe un ty > 0 tal que Y (t) es compacto para t > t,

2. Y(t) es puntualmente disipativo en X,

3. Ay = Ugea,w(z) es aislado y tiene un cubrimiento aciclico M, donde M = { My, M, . ..

4. WS(M)N X% =0, fori=1,2,...,n.

Entonces Xo es un repulsor con respecto a X°, es decir existe un ¢ > 0 tal que para
cualquier v € X°
liminf d(Y (t)x, Xo) > €,

t—o00

donde d es la distancia de Y (t)x desde Xj.
Teorema 3.25. Si Ry(7) > 1 el sistema (3.3.59) es permanente.

Demostracion. Comenzamos mostrando que los planos acotados de Rf’r repulsan la solucién

positiva del sistema (3.3.59) uniformemente. Definamos

Co = {(¥, ¢1,02) € C([=7, 0], R}) : &(0) # 0,61(0) = ¢2(60) =0, (6 € [-7,0])}.

Si CY = intC([—7,0],R3), es suficiente mostrar que existe un € tal que cualquier solucién
u; del sistema (3.3.59) iniciando desde C°, liminf,_, | . d(us, Cy) > €. Para finalizar, veri-
ficaremos que se satisfacen las condiciones del lema 3.24. Es ficil verificar que C° y Cj son
positivamente invariantes. Ademds, las condiciones (1) y (2) del lema 3.24 se satisfacen.
Por tanto solo necesitamos mostrar las condiciones (3) y (4). Existe una solucién constante
Ey en Cy, para z(t) = zo, y(t) = y(t) = 0. Si (z(t),y(t),v(t)) es una solucién del sistema
(3.3.59) iniciando en Cjy, entonces z(t) — xg, y(t) — 0, v(t) — 0, cuando t — +o00. Es ob-
vio que E; es invariante y aislado. Ahora mostraremos que W*(E;) N C° = (). Supongamos

lo contrario, entonces existe una solucién positiva (Z(t), g(t), 0(t)) del sistema (3.3.59) tal
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que ((Z(t),y(t),v(t))) — (x,0,0) as t — oo. Escojamos € > 0 suficientemente pequena y
to > 0 suficientemente grande tal que

To—e<T(t)<zog+e 0<yg(t) <e 0<0(t) <e

para t >ty — 7. Entonces para t > t,

.CEO+26

JRER

Tmax

{ (t) > e ™ (xg — €)0(t —7) + 17 (1 —
o(t) = o — 0

vamos a considerar la matriz definida por

. (1 _ ”6) —(a+8) Bem(zo—€)

Tmax

A=
o -

Como A, admite elementos positivos fuera de la diagonal, el teorema de Perron-Frobenius
implica que existe un eigenvector positivo V para el méximo eigenvalor \; de A.. Ademés
si Ro(T) > 1, entonces y(a+3J) —ry <1 — #) — e ™ (2% —¢€) < 0 para € suficientemente

pequena, por un simple calculo se puede ver que A\; es positivo.

Consideramos

To + 2€

Tmax

)—(a+6)gj, '

{ §(t) = pe"(xo — €)0(t —7) + 1 (1 - (3.3.87)

o(t) = of — 0
Sea v = (v1,v2) y [ > 0 suficientemente pequeno tal que

lvl < g(to + 9))
lvg < ﬁ(to + ‘9),

para 6 € [—7,0] if (y(¢),v(t)) es una solucién del sistema (3.3.87) satisfaciendo y(t) = lvy,
v(t) =lvy for tg — 7 <t < ty.

Desde que el semiflujo del sistema (3.3.87) es monétono y Acv > 0, se sigue que y(t)
y v(t) son estrictamente crecientes y(t) — oo, v(t) — oo cuando t — oo. Notemos que
g > y(t), 0(t) > v(t) for t > ty. Tenemos §(t) — oo, v(t) — oo cuando t — oo. Pero esto
es una contradiccién pues el teorema 3.12 nos dice que Cy repele las soluciones positivas
del sistema(3.3.59) uniformemente. Incorporando esto en el lemma 3.24 y el teorema 3.12,

se sigue que el sistema (3.3.59) es permanente. =
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3.3.8. Maxima longitud de 7

En esta seccién consideramos el caso cuando m = 0 en el sistema (3.3.59), encon-
traremos la maxima longitud del retardo para preservar la estabilidad. Sea z(t) = z1+ X (),
y(t) =y + Y (t) w(t) = v + Z().

Consideremos la linearizacién del sistema (3.3.59) cerca del equilibrio E; y obtenemos

dX 2ray Y By X, By
—=r—u—- - — X(t) — -0lYHt) - —-r=Z7
dt (r . Tmaz  Tmazx 1+ kvl) ®) (xmax ) ®) (14 kvy)?

dy T rT 21 puy pr
— = X — o) — — Y X(t— ——7(t —
dt Tmas ' (7“ (@) ) 1 + kv (t=7)+ (1 + kvp)? =7

oyt -2

dt
(3.3.88)

xmax xmax

Tomando la transformada de Laplace del sistema dado por (3.3.88), obtenemos

xmax

SL[X] - X(0) = (r Lok ba ) £[x] - ( oL _ 5) cy) - ﬂf#ﬂ#

Tmazx Tmax 1 + kvl

SLY] - Y(0) =L £[X] + (r C(at) - 20 )cm P e — )

Tmax Tmax Tmax 1 + kvl

By

sL[Z) — Z(0) =oL]Y] — 7L]Z]
(3.3.89)

Las expresiones L[X,] y L[Y;] son equivalentes a
L[X,]= / e X (t—T1)dt = / e ' X (t—7)dt + / e X (t—7)dt
0 0 T

tomando t = t; + 7 , las expresiones anteriores son de la siguiente forma

0 0
LIX] = / e I X (1) diy +/ e AT X (1) diy
0

-7

0 00
= €_ST/ G_Sth (tl) dtl -+ €_ST/ G_Sth (tl) dtl
—T 0
=e K, +e TLIX].
De manera similar

A /0 7 (t— 1) dt = /0 e (t— 7Y dt + / 7 (t— 1) dt.
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y asi obtenemos

0 oo
L[Z]= / eI Z (1) diy +/ e A Z (1) dty
0

-7

0 [ee]
_ 6_57—/ e—stlz (tl) dtl _|__ 6_57/ e_StIZ (tl) dtl
0

-7

=e TKy+e L[Z].

Reemplazando L] X,y L[Y;] en el sistema (3.3.89) L] X] y L[Y] y lo reescribimos como

L]X]
(A=sI) | L[Y] =B
L]Z]
donde
r—p= o (2e ) - 136;11;11;1 s TO _(1flf;1)2
A= —h r—(a+8) - g (@+2)  dih
0 o —y
X(0)
B = Y(O) + 1+‘;kvl(K1 + Kg)e*”
Z(0)

La inversa de la transformada de Laplace de L[X], L[Y] y L[Z] tendria términos el cual
crecen exponencialmente con el tiempo si L[X], L[Y] y L]Z] tiene polos con parte real pos-
itiva. Para F; sea localmente asintéticamente estable, una condicién necesaria y suficiente
es que los polos de L[X], L[Y] y L[Z] tengan parte real negativa. Emplearemos el criterio
de Nyquist, establece si X es la longitud de arco de una curva curve rodeando la parte
derecha del semiplano, la curva £[X] rodea el origen en un numero finito de tiempo entre
los nimero de polos y ceros de L][X] en el semiplano derecho. Este criterio es aplicado a

X, Yy Z. Sea

F (s) =8+ ays® +ar1s +ag + (bys + bg)e ™"
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donde

rITy By Bxyivq Y1
= + + + + + .
2 P Lmaz 1 + kvl (1 + kvl)yl Tmax 7
By ) ( By O ) ( Bxivy rYy1 )
a + + + +
! ( Tz 1 + kv, (I+kv)yr  Toax i (I+kv)yr  Toas "
(T“)(”l 1)
mmaax xma;r
By ) ( By LC)1 ) ( Y1 ) (Txl )
a D+ + - -0
0 ( Lmaz 1 + kvl (1 + kvl)yl Lmaz 7 Tmax Tmax 7
Boxy
Toma (1 + kvyp)?
b ﬂajlae mr N rTy 5 Be My
( + kvy)? Tomas 1+ kv,

xmax

Brioe”™T I By I Be My Boxy  Be My
by = ———— -0 )
0 (1+k?}1)2 + Tmax * 1+k111 + ﬂyl‘i‘kvl + (1+k?}1)2 1+l€’l)1

obtenido desde la transformada de laplace. La condicion para la estabilidad asintética local

FE; son

R[F (ive)] = 0
S[F(ivg)] > 0,

(3.3.90)

y vp es la raiz positiva més pequena de la primera ecuacién de (3.3.90). En nuestro caso,

(3.3.90) esta dado por

—agv] 4 ag + brvg sin(veT) + by cos(veT) = (3.3.91)

0
—vs + avg + byvg cos(veT) — by sin(veT) > 0. (3.3.92)

Si (3.3.91) y (3.3.92) se satisfacen simultdneamente, estas son condiciones suficientes
para garantizar la estabilidad. Nuestra meta es encontrar una cota superior v sobre vy,
independientemente de 7 y entonces para estimar 7 tal que (3.3.92) y para todos los valores

de v, 0 < v <ot y en particular v = vy. Reescribiendo (3.3.91) como
agvy = ag + byvg sin(voT) 4 bg cos(veT). (3.3.93)
Maximizando ag + byvg sin(ve7) + by cos(vgT) sujeto a
|sin(voT)| < 1, |cos(voT)| <1,
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obtenemos

azvy < lag| + [bi|vo + [bo)- (3.3.94)

por lo tanto

N Ul V01 + daz(Jao| + [bo])

2&2
entonces de (3.3.94) tenemos vy < v+,
Reescribiendo (3.3.92) como
b
vy < ay + by cos(veT) — 2% sin(vgT). (3.3.95)
Vo

Reemplazando (3.3.93) en (3.3.95) y reordenando términos obtenemos

b
(bo — ayby)(cos(vor) — 1) + (blvo + %) sin(vgT) < aga; — ag + arby — b.
0

Usando las cotas

+ a2b0
bl’U + U—+

asb
Vo

| sin(veT)| < (vt7) = (|ba](v")? + |azbo|) T

bo — a1b
|bo — a1by| [cos v — 1| < 2 |by — a1by] sin? % < %

(v+)27r2
Obtenemos (3.3.95) K 72 + Ky7 < K3, donde

_ |b2 - G1b1‘
2
si K172 + Ko < K3 junto con la desigualdad (3.3.91) se satisface. Una raiz positiva de

K (U+)2> Ky = ‘bl‘(UJr)Q + ’a262‘(v+)a K3 = aza; + a1by — ag — bo,

K 7% + Ko7 = K3 esté dado por

1 /
’7‘+:2—[(1(—K2—|— K22+4K1K3)

Para 0 < 7 < 7., junto con el criterio de Nyquist. 7, damos una estimaciéon para la
longitud del retardo el cual la estabilidad se preserva. 7, es dependiente de los pardamet-
ros del sistema. Por tanto podemos concluir que la estimacién del retardo es totalmente
dependiente de los pardmetros del sistema de parametros para el cual el equilibrio E; es
localmente asintoticamente estable. Biologicamente podemos decir que si la entrada viral
entre una célula no infectada y una célula infectada 7 excede el intervalo (0,7, ), entonces la
poblacién de células no infectadas, infectadas y virus libre podrian oscilar con amplitudes
pequenas cerca del equilibrio infectado FE, asi obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.26. Si existe un pardmetro 0 < 7 < 7 tal que K17° + Ko < K3, entonces T4

es el mdzimo valor (longitud del retardo) de T para el cual Ey es asintdticamente estable.
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3.3.9. Simulacion Numérica

Presentamos algunas simulaciones numéricas de los ejemplos que validan los resultados

tedricos obtenidos en nuestro analisis.

dx(t) x(t) + y(t) 9.2419 x 10~ x(t)v(t)
— " =20+ 0.05z(t) {1 - Too} — 0.02a(t) = =~ ooono 0.01y(t),
dy(t) 9.2419 x 1077~ ©02DE) gt — 5)v(t — 5) z(t) + y(t)
at 1+ 0.0010(f — 5) +0.05y(¢) {1 N Too} (33.96)
—0.021y(t) — 0.01y(t),
d’;(tt) —0.21y(t) — 0.02v(t).

tomando el siguiente conjunto de funciones historias constantes
¢1(0) = 700, 750,800. ¢2(0) = 70,75,80. ¢3(0) = 200,250, 300.

Ahora, consideremos el siguiente sistema

dx(t) x(t) + y(t) 0.0027x(t)v(t)

—= =10+ 0.03(1 [1 - } = 0.022(0) = Tgsotu 001,
dy(t) 0.0027e= 2@z (t — 2)u(t — 2) x(t) +y(t)
at 1+ 0.00Lu(t — 2) +003y(1) {1 ~ 1500 } (3:3.97)

— 0.26y(t) — 0.01y(t),
du(t)
dt

Aqui, consideramos las siguientes funciones historias constantes

=5.9y(t) — 2.4v(t).

d1(6) = 80,70,90. ¢o(f) =8,5,10. ¢5(6) = 8,5, 10.

También consideremos el sistema

dx(t) x(t) + y(t) 0.0027z(t)v(t)
o =54 0.01z(¢) [1 - W] —0.02x(t) — T+ 0.0010(t) + 0.0001y(t),
dy(t) _0. 0027e~ 09102 — 10)v(t — 10) z(t) + y(t)
dt 1+ 0.0010(f — 2) +001y(?) {1 N W} (3:3.98)
— 0.05y(t) — 0.0001y(t),
dz:lit) =0.5y(t) — 2.1v(t).
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Phase space
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Figura 3.8: El comportamiento de la dindmico del sistema(3.3.96), tenemos Ry(5) =
0.4011 < 1y E° = (1141,0,0) es asint6ticamente estable. El espacio fase del sistema
(3.3.96), el cual ilustra la estabilidad del equilibrio libre de infeccién E°.

con el conjunto de condiciones iniciales
¢1(0) = 80,70,90. ¢o(0) =8,5,10. ¢3(0) = 8,5, 10.

Finalmente, consideremos

dx(t) x(t) + y(t) 0.0027z(t)v(t)
— =5+ 0.02567(1) {1 - Too] = 0.022(t) — 5~ o00io) T 0.0007y(t),
dy(t)  0.0027¢~ %G (¢ — 5)u(t — 5) z(t) + y(t)
a 1+ 0.001v(t — 5) + 002567y (¢) {1 T 1200 ]
— 0.05y(t) — 0.0007y(t), (3.3.99)
dic)l—it) = 0.5y(t) — 2.1v(t).

con las siguientes funciones historias constantes

$1(0) = 120,210,330. ¢2(6) =, 80, 120,200. ¢3(6) = 20, 25, 30.

Para los tres sistemas anteriores, usamos dde23 [29], basado en el método de Runge-
Kutta y obtuvimos algunas figuras. Para explorar el sistema (3.3.96)-(3.3.98) e ilustrar la
estabilidad de las soluciones, consideramos el conjunto de pardmetros tomados en [30, 20,

22, 31].
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Figura 3.9: El comportamiento de la dindmica del sistema(3.3.97), tenemos Ry(2) =
10.9893 > 1y E; = (89.02,23.3,57.23) es asint6ticamente estable. El espacio fase del sis-
tema (3.3.97), el cual ilustra la estabilidad del equilibrio libre de infeccién E°. a) con condi-
ciones inicales ¢1(0) = 90, ¢2(0) = 10, ¢35(0) = 10., b) ¢1(0) = 70, $2(0) = 5, Pp3(0) = 5,
c)p1(0) = 80, ¢2(0) = 8, ¢3(0) =8
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Figura 3.10: Estabilidad del equilibrio infectado, E;, para el caso m # 0. El espacio fase

con diferentes condiciones iniciales, ilustra la estabilidad del equilibrio infectado.
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Figura 3.11: Estabilidad del equilibrio infectado, F;, para el caso m = 0. El espacio fase
con diferentes condiciones iniciales, ilustra la estabilidad del equilibrio infectado.

107



1500 2000 2500 1500 2000 2500

> 250

200

150

100 . . . .
0 500 1000 1500 2000 2500 60 20
tdays () X(t)

Figura 3.12: Tomando el conjunto de parametros r = 0.8, s = 1, u = 0.02,a« = 0.9, 200 =
1500, 8 = 0.0027,0 = 9,y = 2.4,k = 0.0001,6 = 0.01,m = 0.02,, y 7 = 0.66, el nimero
basico reproductivo Ry = 7.3980 > 1.Ccuando 7 = 0.66 la trayectoria converge al equilibrio
E, = (38.6,77.65,291.3)

En el sistema (3.3.96) Ro(5) = 0.4011 < 1 y E° = (1141,0,0), el teorema 3.13 se sat-

isface el equilibrio libre de infeccién es estable (ver Fig 3.8).

En el sistema (3.3.97) el equilibrio infectado es Ey = (89.02,23.3,57.23), Ry(2) = 10.9893 >
1 y se satisface las condiciones de los teoremas 3.14 y 3.16, esto es, la condicién 7):
Q =53371 >0, a—r (1 — u) — 0.2315 > 0, la condicién i) B = 0.2000 >

Tmax

0,C" = 0.0046 > 0, asi el equilibrio infectado es localmente asintéticamente estable para

T > 0(ver fig. 3.3.97).

En el sistema (3.3.98) tenemos F; = (107.7,55.33,13.19) v Ry(2) = 3.0923 > 1, cuan-
do m # 0, 8 = 0.0001 < Mgy — 00026 y p—r (1 - 25) — 5% = 0.0113 > 0

por el teorema 3.22 el equilibrio infectado es globalmente asintéticamente estable como

se muestra en la figura 3.3.98. Para el caso cuando m = 0 usamos el sistema 3.3.98,
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Figura 3.13: Trayectoria fase del sistema (3.3.59) después que ocurre la bifurcacién de Hopf.
Usando el conjunto de pardametros: r = 0.8,s = 1,u = 0.02,a = 0.9, ,,,,. = 1500, =
0.0027,0 = 9,7 = 2.4,k = 0.0001,0 = 0.01,m = 1.2,, y 7 = 0.75. z(0) = 50, y(0) = 80,
v(#) = 100 el nimero reproductivo basico Ry = 6.6429 > 1.

con v = 10, § = 0.01, » = 0.02, encontramos el Ry(7) = 1.4663 > 1, § = 0.01 <
= 0.0245 y pu—r (1 _ m) — 5 = 0.0060 > 0. Por el 3.21 el equilibrio infectado

Tmazx Tmazx

E, = (366.8,9.366, 2.826) es globalmente asintéticamente estable cuando m = 0 (ver figura
3.11).

Para ilustrar la estabilidad de F; de acuerdo al teorema 3.18, tomamos el siguiente con-
junto de pardametros: » = 0.8;s = 1,u = 0.02,a = 0.9, 2,,,, = 1500,5 = 0.0027,0 =
9,v = 2.4,k = 0.0001,0 = 0.01,m = 0.02,. Podemos ver que existen dos valores criticos
del retardo, lo denotamos por 7" y 7%, 7* = 0.6894 y 7 = 1.9458. Por simple exami-
naciéon mostramos que el equilibrio infectado es localmente asintéticamente estable para
7 € [0,7%). En este caso seleccionamos 7 = 0.66 < 7" = 0.6894, ver figura (3.12) . El
equilibrio positivo del sistema es inestable para 7 € (7*,7**). En este caso, seleccionamos
T=0.75>7"y7=19 <7 =1.9458, ver figuras (3.13) y (3.15). Cuado 7 = 1.96 > 7**,

El equilibrio positivo es nuevamente asintéticamente estable, ver figura (3.15). en 7% y 7,
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Figura 3.14: Trayectoria del sistema (3.3.59) después de ocurrir la bifurcacién de Hopf.
Usando los pardmetros: » = 0.8,s = 1,u = 0.02, @ = 0.9, x50 = 1500, 8 = 0.0027,0 =
9,y = 24,k = 0.0001,§ = 0.01,m = 1.2,, y 7 = 1.9. Tomando z(f) = 50, y(f) = 80,
v(f) = 100 el nimero reproductivo bésico Ry = 1.6871.
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Figura 3.15: Para el siguiente conjunto de pardmetros: » = 0.8,s = 1, = 0.02,a =
0.9, Typar = 1500, 5 = 0.0027,0 = 9,7 = 2.4,k = 0.0001,6 = 0.01,m = 1.2,. El equilibrio

positivo del sistema (3.3.59) es asintéticamente estable cuando 7 = 1.96.



ocurre la bifurcacién de Hopf.

Para ilustrar el teorema de la permanencia, usamos el sistema (3.3.99). Mostramos que la

persistencia ocurre si el nimero reproductivo basico es mayor que uno (figura 3.3.98,3.3.99).
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Capitulo 4

Sistemas no autonomos SIR con
retardo

4.1. Formulacion de los modelos

Recientemente introducen la respuesta inmune litico periédica, Ji et al [34], consideran-

do el siguiente modelo matematico:

v (t) = s—du(t) — Ba(t)y(t),
y(t) = Ba(t)y(t) —ay(t) — p(t)y(t)=(t), (4.1.1)
cy(t)z(t) — bz(t).

N\
—~
~
N—
I

Donde z(t), y(t), z(t) representan, la concentracién de células no infectadas, la concen-
tracién de células infectadas y las células CTL (Linfocitos T Citotdxicos) en un tiempo t,
con tasas de eliminacion d, a, b, respectivamente. Las células sanas son producidas por una
tasa constante s. Las células infectadas son producidas por una tasa [xy. La respuesta
de los CTL al antigeno viral estd dada por cyz. El componente litico es una funcién de
tiempo, p(t), donde

p(t) = po + p1 cos(2nt — @)

El pardmetro py denota la resistencia media del componente litico, p1(0 < p; < pg) es la

amplitud de oscilacion y ¢ es la acrofase. Para més detalles bioldgicos de esta funcién [7],[8].

Usando técnicas analiticas y simulaciones numéricas, los autores obtienen una variedad
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de comportamiento dindmicos para el sistema (4.1.1). Incluyendo la estabilidad global y

dindmica cadtica.

El retardo incurrido por la secuencia de eventos como la activacién antigena, y la pro-
liferacion de linfocitos T citotéxicos no se consideraron en el estudio anterior y se estu-
di6 recientemente, donde se asume que los CTLs son producidas en un tiempo ¢, dado por
cy(t — 7)z(t — 7), el cual depende del numero de CTLs y células infectadas en un tiempo
t — 7, para un tiempo con retardo 7 > 0. Bai y Zhou [35] considera el siguiente modelos

matemaéatico con retardo:

2 (t) = s—du(t) - Ba(t)y(t),
y(t) = Ba(t)y(t) —ay(t) — p(t)y(t)=(t), (4.1.2)
Z(t) = ey(t—r1)z(t —71) = bz(t).
Estudian la dindamica global del equilibrio libre de infeccién y el equilibrio cuando no hay
inmunidad. Demuestran que el cambio en el parametro de amplitud del componente litico

genera una variedad de dindmicas en el sistema.

Para ser mds realistas algunos autores consideran el crecimiento logistico [36],[37],[38].

Por ejemplo [36] considera el sistema siguiente sin efecto litico periddico.

(1) = s—dx(t)+rz(t) (1 — %) — Bx(t)y(t),
y(t) = Bat)y(t) —ay(t) — py(t)=(t), (4.1.3)
Z(t) = eyt —7)z(t —7) — bz(t) — my(t)z(t).

Recientemente Balasubramaniam et al [39] analiza el siguiente modelo:

= 5= (1= (1 = n)BrOy(t) + @) (1 - 2200 ) — do(r)

= (L= - mB(Oult) — (ot ey(D) — pult)=(0) .
t) = c(1—qy(t—7)w(t—T1)—bw(t)

Z(t) = (1 —qy(t—71)z(t —7) — hz(t).

Balasubramaniam et al analiza la estabilidad y la bifurcacién de hopf del sistema sin efecto

/

(t
y'(
w (

X

t

’

)
)
)
)

litico periddico.
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Tomado como referencia el modelo de [35] y el termino logistico de [36],[37],[38], se con-

struye el siguiente modelo con efecto litico periddico

Z(t) = s—det) +ra(t) (1 - %) — Br(t)y (),
/() = Belylo) = a(®) = pOy(O(0) Ls)
2 (t) = cy(t—71)z(t — 1) — bz(t),

(t)

= po+ pircos(2nt — ¢),0 < p; < po.

Donde las variables x, y, z y los parametros tienen el mismo significado biolégico como
los modelos (4.1.1) y (4.1.2). r es la méaxima proliferacién de células “blanco”, y k es el

maximo nivel de concentracién de células “blanco”. en el cuerpo.

Inspirados en el modelo de [35] y el termino logistico(full logistic) de [39], proponemos

el siguiente modelo con“full logistic” y efecto litico periédico

!

x(t) = s—dx(t)‘i‘TﬂU(t)(l_M) B(t)y (D),

y'(t) = Ba(t)y(t) — ay(t) — p(t)y(t)=(t), (4.1.6)
Z(t) = eyt —7)z(t —7) — bz(t),

p(t) = po+ prcos(2nt — ¢),0 < p1 < po.

Las variables x,y, z y los pardmetros tienen el mismo significado biolégico como los
modelos (4.1.1) ,(4.1.2),(4.1.5).

Motivado con los analisis hechos en los sistemas antes mencionados, haremos el analisis de

los sistemas (4.1.5) y (4.1.6).

4.2. Modelo de infeccién viral con crecimiento logisti-

co y respuesta inmune periédico

Consideramos el siguiente Modelo:
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Z(t) = s—dx(t)+rx(t)|1— T) — Bx(t)y(t)
y(t) = Pr()y(t) —ay(t) — pt)y(t)=(t) (4.2.7)
() = eylt—71)z(t —7) — bz(t)

Donde las variables x,y, z y los pardmetros tienen el mismo significado biolégico como
los modelos (4.1.1) y (4.1.2). r es la méaxima proliferacién de células “blanco”, y k es el
maximo nivel de concentracion de células “blanco” en el cuerpo. las condiciones iniciales

para el sistema (4.2.7) toman la forma
¢ = (P1,¢2,¢3) € Ry x CT x CT ¢;(0) >0 (4.2.8)

donde C' := ([-7,0],R,) denota el espacio de Banach de funciones continuas que que

tienen el dominio en [—7,0] a Ry junto con la norma del supremo.

Encontrar los equilibrios del sistema es equivalente a encontrar los equilibrios sin retardos

s—dx—i—mc(l—z)—ﬁacy = 0

k
Bry —ay —pyz = 0 (4.2.9)
cyz—bz = 0
siy=2=0yx#0, tenemos que
x
s—dr+rx <1 — E> =0 (4.2.10)

despejando x de (4.2.10) y llamemosle x:

a:():% [(r—d)+\/(r—d)2+4—]:$]

y por tanto un primer punto de equilibrio es
0, 0)

(% [(r—d)+\/(r—d)2+4—;5
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Ahorasi z=0y x,y #0

s —dr+rx (1 - %) — Py = 0 (4.2.11)
Bry—ay = 0 (4.2.12)
de (4.2.12) se despejemos x luego = = § y sustituyamoslo en (4.2.11)
da ra ra’
S——+———-—ay = 0 4.2.13
g B Pk ( )

Despejando y de (4.2.13) y = £ +Z — 4 — T2 Jyego el segundo punto de equilibrio es

s
a B B2k

4.2.1. Estabilidad Global

El sistema (4.2.7) tiene un unico equilibrio de libre de infeccién
E, = (% [(r —d) 4+ /(r—d)>+ 4—,’;"’} ,0, O) y puede tener un equilibrio libre de inmunidad
Ey = (2,94,0), donde Z,7 lo mostraremos mas adelante. Ahora partiendo de la definicién
de [40] y el célculo general expuesto en [10], introducimos el nimero bésico de reproduc-
cién para la infeccién viral. Linearizando el sistema (4.2.7) alrededor de Ej, obtenemos la

siguiente ecuacion para las células infectadas y:

y'(t) = Broy(t) — ay(t).

Sea F(t) = fxoy V(t) = a, usando el lemma 2.2 de [10], en niimero basico de reproduccién

para la infeccién viral, estd dado por

— [ F(t)dt B ok \/ -
e le\/(t)dt =, donde wp=c-i(r—d)+/(r—d+ -~

Definamos




Es facil ver que R; < Ry, también se puede verificar que F existe si y solo si Ry > 1y que

a_x . s T _d_ ra ., f s ar
B R 'Tat5 5 o (o 1)(ﬁxo+62k)

T =

donde zy = £ [(r—d)+\/(r—d)2+%J.

El equilibrio £y = (z,9,0), corresponde a la extincién del CTL. Es el llamado libre de

inmunidad.

Ahora investigaremos la dindmica del sistema (4.2.7). Enunciaremos el siguiente lemma

para nuestro analisis.

Lema 4.1. (ver [41] lemma 2.1)Considere la siguiente ecuacion diferencial con retardo
2'(t) = ax(t — ) — bx(t)

donde a,b, ™ > 0;x(t) > 0 para toda t € [—7,0]. Se tienen lo siguiente:
i) Sia<b entonces lim;_,o x(t) =0
ii) Sia > b entonces lim;__, o z(t) = 400

Lema 4.2. Bajo las condiciones iniciales (4.2.8) todas las soluciones del sistema (4.2.7)

son positivos y uniformemente acotada en Ry x C' x C donde C := ([—7,0],R,).

Demostracion. Supongamos que z(t) no es positivo , entonces existe una t; > 0 tal que
x(t;) = 0. Por la primera ecuacién del sistema (4.2.7), tenemos que z'(t;) = s > 0.Esto
significa que z(t) < 0 para (t; — €,t;) donde € es una constante positiva arbitrariamente

pequena. Pero esto es una contradiccién pues x(t) es siempre positiva.

Si y(t) = 0 es una solucién constante del sistema y y(0) > 0, la unicidad y continuidad de

las soluciones nos garantiza que y(t) > 0 para toda t > 0.

Probemos que z(t) es positivo. observemos que la tercera ecuacién del sistema (4.2.7)

se puede reescribir de la siguiente manera.




s /t—bdQ
In(=(t) — In(2(0)) > — /0 b6
Ln(z(t)) > Ln(z(O))—/ bdo

2(t) > 2(0)e™

Si z = 0 la solucion es constante. Ahora por la unicidad y la continuidad de las soluciones

para la condicién inicial tenemos que z(t) > 0 para algtin ¢ > 0.

Ahora mostraremos que las soluciones del sistema (4.2.7) son uniformemente acotadas
para toda t > 0

Sea,
L=a(t)+ylt)+ @chl)z(t +7)
Luego
I = x'—i—y'+ (pO _pl)z'(t+7)
c
< s—dx+rx <1 - %) —ay — (po — p1)yz + @(cyz —bz(t —1))

K\* rk -
< s—da:—z(x——) +T——ay—(p0—p1)yz+p0Cpl(cyz—bz(t+7))

k 2 4
4 k —p1)b
< SZT —dw—ay—i(po Py 2(t+7)
4 k
_ sl—r —

donde m = min{d, a, b}. Por tanto L < % +¢, donde € es una constante arbitrariamente
pequefia, luego limsup, . L(t) < 2% Asf 2(t),y(t), 2(t) es uniformemente acotada en
R, xCxC. [

Lema 4.3. Se satisface los siguiente:

si Ry<1l = pPxrg—a<0
st Rop=1 = pfrg—a=0

st Ro>1 = faxg—a>0
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Demostracion.

Brg—a = pk [(T—d)—F\/(T—d)Q—F%] —a

Luego se tiene que si Ry < 1, entonces Sxyg — a < 0; si Ry = 1, entonces Sxg — a = 0; si
Ry > 1, entonces fxg—a > 0 =

Teorema 4.4. Si Ry < 1 entonces el equilibrio libre de infeccion es globalmente asintotica-

mente estable. Es inestable si Ry > 1

Demostracion. Por el teorema 2.2 de [10], el equilibrio Ey es localmente asintéticamente
estable si Ry < 1, Ey es inestable si Ry > 1

Es suficiente probar que Ej es globalmente atractor cuando Ry < 1. Sea (x(t), y(t), z(t))
soluciones no negativas del sistema (4.2.7) con condiciones iniciales (4.2.8), de la primera

ecuacién del sistema (4.2.7) tenemos que

x’<3+dw+m<1—%>

El principio de comparacién implica que para alguna € > 0 existe una ¢ > 0 tal que
z(t) < xo + €,

entonces

y < (Blaote—a)y
= (Bro—a+Pe)y
= (Brg—a+Pe)y Vt>1t
integrando ambos miembros de la desigualdad en ¢ a t tenemos que
y < eBro—atBe)(t—t) iy < {
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como Ry < 1 por el lema (4.3) fzg—a < 0y e suficientemente pequeno (Sxg—a—+ fe) <0
y luego lim; ., y(¢t) = 0. Como lim; ., y(t) = 0 dada ¢; > 0 satisfaciendo ¢; < LC’ , existe
t; > 0 tal que para toda t > t; + 7

2'(t) < cez(t — 1) — bz(t)

De acuerdo al lema (4.1) y el teorema de comparacién podemos asegurar que lim;_,, 2(t) =

0. Si 2(0) = x entonces lim; . x(t) < . Esto completa la prueba del teorema. -

Teorema 4.5. Si R; < 1 < Ry entonces E es localmente asintoticamente estable. Ademds

si R) <1< Ry. Entonces Ey es globalmemte asintoticamente estable.

Demostracion. Linearizando el sistema (4.2.7)

R 2rz R
T = —(d—l—ﬁy)—l-?"—? x — BIy

y1 = Bz —p(t)yz (4.2.14)

2y = gzt —7) = bz

Haciendo lo anterior, solo necesitamos investigar el cero de la solucién del sistema (4.2.14).
Como R; < 1 < Ry entonces ¢y < b, entonces el lema (4.1) implica que limy_,o 21(¢) = 0.

Luego se tiene el siguiente sistema

i = [assner(1-F) o - sim

Yy = 5Q-T1_p(t)gzl

el sistema anterior se puede ver de la siguiente manera:

<x3>:<—(d+5ﬁ)+r(—%) —55&)+< 0 )
Z/i By 0 —p(t)@zl

Es de la forma X’ = Az + F(t). Para (z(0),y(0)) € R, la solucién es

o\ At x1(0) ¢ 0 .
( " ) - ( 1(0) ) + ( —p(s)ga(s) )d

A:<—M+@HWO—%)—%)

donde

By 0
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Como sabemos que

z,9 atlsface la primera ecuacién del sistema (4.2.7), se tiene que
—(d+By) +r(1-1%)

<€f + k,B) entonces reescribiendo la matriz A:

Claramente los valores propios de A tienen parte real negativa, entonces existe una
constante C'y u positivas tales que HeAtH < Ce M para toda t > 0. Notemos que el cero es
una solucién de la tercera ecuacion de (4.2.14) es asintéticamente estable cuando cg < b.
Entonces para algtin € > 0 existe 0; = d(€) talque ||¢]| < d; con ¢ € CT, ¢(0) > 0
Sea

) e €
|z1(t, 0)|| < m1n{2\/§(p0 PPy 2\/5} t € (0,00)

Entonces escojamos dy = 2\[0 talque H x1(0), yl(O))TH <y

[ (1), 2 (£)" ]

IN

Ce )07 + | | A0, ~p(s)ga (5))T

IN

Ce " ||(zo, yo)"|| + Clpo + p1)d /O e M=) |2, (s)|| ds

€ n C(po+p1)y

, i€ €
-min ;
2¢/2C Iz {2\/5(]90 +p1)y 2\/5}

€ € €

VAN IR

IN

C

si tomamos 0 = min {dy, 2} y ||| = ||(z1(0), y1(0), ¢)|| < d,entonces ||z1(t, ), y1(t, ), z1(t,¢)|| <
€, esto implica la estabilidad del cero como solucién de (4.2.14).

Definamos

4dcfs + Perk + 4caﬁx0

Ry =
4dcad + 4bBd

El siguiente paso es mostrar que cada solucién no negativa de (4.2.7) converge a F; cuando

122



R} <1< Ry. Tomando las dos primera ecuaciones del sistema(4.2.7) tenemos:

¥4y = s—dr+rx <1—%> —ay — p(t)yz

r E\®  rk

= s—da:—E z-3 +Z—ay—p(t)yz+ax0—axo
rk
< s—da:—ay+z—|—ax0
4s +daxyg +rk -
= : —d(z +y),
4
donde d = min {a,d}, lo cual implica que limsup, . (z +y) = W. Entonces para

€1 existe un t; > 0 talque

As + 4 k
y < (6( i Zgo+r +61—y)—a)y

4s + daxy + rk
6 4d" +€1_y —aly.

Consideremos la siguiente inecuacion ecuacion diferencial

IN

. 4Bs + 4Baxy + Brk + 48de; — 455@@) — dad _
y > = Yy
4d
. ( 4Bs + 4Baxy + Brk +4426d61 — 4Bdy(t) — 4ad> i (42.15)

4Bs+4a(Bzo—d)+Brk+48de;
48d ’
lo cual es globalmente asintoticamente estable. Por el principio de comparaciéon tomemos

Cuando Ry > 1y g(0) > 0 (4.2.15) tiene un unico equilibrio positivo §* =
un €5 entonces existe un to > t; talque

yS?]*—i-eg Vt>t2

Sea y* = 4,Bs+4a(,ia/;%fd)+ﬂrk

, pues € es suficientemente pequeno. Luego
y< g +e Vit>ty
usando la desigualdad anterior
() <cly"+e)z(t—7) — bz Vt >ty + 7.
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cPez 1 _ 4cBs+Berk+4caBro
Bbd+acd <lym dcad+4bBd

Aplicando nuevamente el lema (4.1) tenemos nuevamente lim;_,, z(t) = 0. Asf el sistema

Escojamos una €, suficientemente pequena tal que R +

(4.2.7) es asintético al siguiente sistema homogéneo.

2(t) = s—dx(t)+rz(t) ( — %) — Bx(t)y(t)

y(t) = Br(ty(t) - ay() (4.2.16)

el sistema (4.2.16) tiene un tnico equilibrio (Z,¢) donde & = %, § = 2 + % — % — F5-

|

Usando el siguiente funcional de Lyapunov

A A1 X N N
v=r—2—2h—-+y—y—yln=
T

<

H|H>

s—dx—i—mc(l i) —6xy>+ (1—?) (Bzy — ay)

)
_ ( D7) —6(3/—@))) (v - 9B — )
— )2 —7)?

TT k

Lo anterior muestra que el equilibrio (,7) es globalmente asintéticamente estable. Final-
mente aplicando la teoria de la cadena en conjuntos transitivos a las dos primeras ecua-
ciones del sistema (4.2.7) se concluye que lim; o 2(t) = &,lim;, y(t) = §. esto completa

la prueba. [

Teorema 4.6. Si Ry > 1 entonces existe un n > 0 tal que para alguna solucion
(2L, 8), y(t, 9), 2(,6)) de (£.2.7) con & = (6n,62,65) € Ry x CF x CF y 65(0) > 0
#3(0) > 0 que satisface
liminf z(t,¢) > n liminfy(t, ¢) > n lminf 2(¢,¢) > n
t—00 t—00

t—o0

Demostracion. Usemos la teoria de la persistencia. Definamos los siguientes conjuntos:
X ={¢=(¢1,02,¢3) € Ry x CT x C"}

X ={¢ = (¢1,02,¢3) € X : $2(0) > 0,¢3(0) > 0}
9Xo = X \ X,
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Por la forma del sistema (4.2.7) es facil ver que X y X, son positivamente invariantes.

Luego 0X es relativamente cerrado en X, y
0Xo={d € X :05(0)=0 6 ¢5(0) =0}

Sea u(t, ¢) la solucién tnica del sistema (4.2.7) con ug(¢) = ¢. Definamos ®(t)y) = w1y
para toda t > 0 y para toda 1) € X. Sea P : X — X el mapeo de Poincaré asociado al
sistema (4.2.7)

P(¢) =ur(¢) T=1 V¢ eX

. Por el lema (4.2) P es un punto disipativo y P™ es compacto siempre y cuando ngT > 7.
Luego aplicando el teorema 2.9 [42] P es un atractor Global en X.

Usando la técnica utilizada en probaremos que P es uniformemente per51stente en
44

(X0, 00). Sea My = (& [(r—d) + \/ r—d+2],0,0) y My = (4,2 +5 - 4 - 3.0).

Como Ry > Ry > 1, escojamos una 4y suﬁmentemente pequena tal que Ry > 1.

Por la continuidad de las soluciones con respecto a la condicién inicial existe 67 (d1) > 0 tal

que para toda ¢ € X
6 — My|| <67,

luego tenemos
[®(t)p — My|| <61 Vt€[0,u]

Afirmamos lo siguiente:

Afirmacién 4.7. limsup,,_, . ||®(nT)¢ — M| > 67 para toda ¢ € X,

Procedamos por contradiccién,supongamos que lim sup,,_, . || ®(nT)y — M;|| < 67, para
alguna 1) € X,. Entonces existe un entero N; > 1 tal que limsup,, , . [|®(nT)yY — M, || < 07
para toda n > Nj. Para alguna t — 7 > N, T, luego tomemos t = nT + ¢, con n > Ny, t' €
[0,T] y

@)y — M| = [|[ (") (nT)y — M| < 61

luego se sigue
— 01 <z(t) <xop+ 61,0 <y(t),z(t) <6 Yt—7>NT
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Por tanto para t > N1 + 7, se tiene

y'(t)

v

(B(zo — 01) —a —d1)y(?)
> (Bro—a— B — 1)y(t)

resolviendo la desigualdad anterior
y(t) > y(N,T + 7)elPro—a=f=0)(t=NT-7)

si Ry — @ > 1 entonces fxg —a — B0 — 6; > 0, luego limy . y(t) = 0o, pero esto es

una contradiccion.
Afirmacién 4.8. limsup,,_, . ||®(nT)¢ — Ms|| > 05 para toda ¢ € X,

Supongamos lo contrario, es decir limsup,, , . ||®P(nT)y — Ms|| < §5 para algin ¢ € X.
Entonces existe un entero Ny > 1 tal que ||®(nT)y — M|l < 85 para toda n > N,. Para
algiin t — 7 > NoT, tenemos t = nT + ' con n > Ny con t' € [0,T] tal que

1@(1)¢) — M| = [[@()D(nT)y — Ma|| < 6y
Esto implica
|z(t) — 2] < g, [y(t) —y| < doy, 0 < 2(t) <y VEt—7 > NoT
De la tercera ecuacion del sistema (4.2.7)
2Z(t) > c(y—da)z(t —7) — bz

de la desigualdad R, — % > 1 implica ¢(g —dy) > b. Por el lema (4.1) lim;_,, 2(t) = oo,

pero esto es una contradiccion.
Definamos los siguientes conjuntos:
My :={¢ € 0Xo : P"(¢) € 0Xo,Vn >0}

Dy :={¢ € X : ¢5(0) = 0,¢3(0) > 0}

(
Dy :={¢ € X : ¢5(0) > 0,¢3(0) =0}
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Afirmamos que My = D; U D,. Por una parte D; U Dy C My. Probaremos que My C
Dy U Dy . Para alguna ¢ € 0X, \ (Dy U Ds), de la segunda ecuacién del sistema (4.2.7)

tenemos

y(t, 1) = y(0, p)eo B —a—pl)z(ta)ds 4 >

La solucién de la tercera ecuacion del sistema (4.2.7) en el intervalo [0, 7], es

c(t0) = (000 +e [ el = mgats = ris

para alguna ¢ € 90Xy \ (D7 U Dy), de la expresién anterior podemos ver que existe
to € [0, 7] tal que z(¢,%) > 0 para toda t > ty. Asi existe algin n con nT" > t, tal que
P™(y)) ¢ 0X, y por tanto My C Dy U D, . Luego se sigue que M; y My conjuntos disjun-
tos, compactos e invariantes para Pen OM y Ay := Upen,w (@) = {Mi, Ms}.Ademés no
es subconjunto de M; y M, forman un ciclo en My, por la afirmaciones anteriores vemos
que M; y Ms son conjuntos aislados e invariantes para P en X, y w®(M;) N Xy = () para
i = 1,2, donde w®(M;) es el conjunto inestable de M; para P.

Por el teorema 1.3.1 y la observacién 1.3.1 en [44] concluimos que P : X — X es uni-
formemente persistente con respecto a Xy. Luego por el mismo teorema implica que el
semiflujo periédico ®(t) : X — X también es uniformemente persistente respecto Xj.
Por teorema 3.1 [45] el sistema (4.2.7) admite una solucién T-periddica (z*,y*, z*) con
condicién inicial ¢* € X,. Por un argumento similar en [43] y [45] muestran que existen
n > 0 tal que

lim inf min(2(t, ), y(t, 6), 2(t.6)) = 1

t—00

en particular lim;_, o, inf min(®(t)¢*) > n y 2*,y*, 2* > 0 para toda t > 0, esto implica

que (z*,y*, 2*) es una soluciéon T-periddica.

4.2.2. Simulacion numérica

En este paper investigaremos el comportamiento de un modelo epdemiolégico de un
sistema no autéonomo tipo SIR. Para comprobar y validar nuestros resultados consideramos

el sistema (4.2.7):
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phase diagram
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Figura 4.1: Cuando R; = 0.6024 < 1y Ry = 0.6040 < 1 el equilibrio libre de infeccion es
estable. Espacio fase del sistema (4.2.7)

() = s—dx(t +rxt(—%) B (t)y(t)
y'(t) = Br)y(t) —ay(t) — pt)y(t)z(t)

t

(t)

(t)
() = eylt—71)z(t —7) —bz(t)
p(t) = po+picos(2nt — @), 0<p; < po

En el sistema (4.2.7), el conjunto de parametros lo tomaremos de [7, 34, 36], sea

p(t) = 1+05COS(27Tt——) s = 190,d = 0.1, = 0.1,k = 1200,a = 5,0 = 0.1,¢ =
0.3,8 = 0.002,7 = 5. Con diferentes funciones historia constantes x(0) = 100, 500, 800,
yo(0) = y(6) = 20, 25,30, z(0) = z(8) = 1,5, 10.
Notemos que R; = 0.6024 < 1y Ry = 0.6040 < 1 entonces el virus eventualmente
desaparece. La simulacion numérica confirma que el equilibrio libre de infeccion es es-
table cuando R, < 1. El sistema (4.2.7) tiene un tnico equilibrio libre de infeccién
Ey = (1510,0,0).Ver figura(4.1)

Consideramos el siguiente conjunto de parametros p(t) = 1+ 0.5 cos (27rt — 1—7;), s =
10,d = 0.03,r = 0.03,k = 1800,a = 0.3,b = 0.5,¢ = 0.003, 5 = 0.005 Notemos que R; =
0.2 <1y Ry=12.9099 > 1 entonces el equilibrio libre de inmunidad, E; = (60, 33.13,0),
y se satisface el teorema (4.5). Ver figura (4.2)

El las figuras (4.3) y (4.6) usamos los siguientes parametros s = 190,35 = 0.05,d =
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Figura 4.2: Cuando R; = 0.2 < 1y Ry = 12,9099 > 1 el equilibrio libre de inmunidad es
estable. Espacio fase del sistema (4.2.7)

0.1,a =0.1,7r = 0.1,b = 0.2,¢c = 0.01,7 = 6,k = 1200,p(t) = 1 4 0.5cos (2t — 7). El
numero basico para la infeccion viral y para el C' LT response son Ry = 754.9834 > 1y

Ry = 93.5417 > 1 respectivamente.

El comportamiento dindmico del sistema (4.2.7) se vuelve mds complejo cuando el
parametro de amplitud p; crece. La simulacién numérica muestra que el periodo de la
dindmica viral quizds no esté de acuerdo con la respuesta inmune oscilatoria(4.3). Cuando
escojamos los pardametros para amplitudes p; = 0.2, 0.33 y 0.55 respectivamente, el periodo

de la dindmica viral es 1,2 y 4 respectivamente de acuerdo a (4.3).

Para estudiar el efecto de la oscilacion del sistema inmune sobre el comportamiento de
la dinamica viral, la amplitud que es representado por p; es usado como parametro de
bifurcacién, el diagrama que obtenemos es como la que obtiene [35]. Sea p; en el intervalo
(0,1) , obtenemos el diagrama de bifurcacién en el plano p; — y. En el cual el numero
de puntos en una linea vertical correspondiendo a la amplitud, representa el multiplo del
periodo de y(t). Por ejemplo un punto en el diagrama de bifurcacién representa el periodo

de y(t) en T dias y n puntos representa el periodo en nT" dias para y(t).

Cuando p; crece de 0 a 1,la dinamica viral tiene periodos de 1,2,4,8,16. En la figu-

ra (4.3) podemos observar cuando p; es pequeno tenemos la dindmica del sistema no se
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Figura 4.3: Cuando Ry = 93.5417 > 1 y Ry = 754.9834 > 1, la simulacién numérica con
diferentes amplitudes p; = 0.2,0.3 y 0.55 respectivamente. Diagrama de bifurcacion para
el sistema (4.2.7) cuando p; cambia.

repite, es un dia ciclico, cuando es p; mayor que 0.33 la dinamica se repite cada dos dias,
son de dos dias ciclicos y cuando es 0.55 la dinamica se repite cada cuatro dias por lo que

son cuatro dias ciclicos y cuando se excede de 0.55 la dinamica es de multiples dias ciclicos.

Para estudiar el comportamiento de la dindmica del sistema (4.2.7),con forme varian los
pardametros ,usamos como parametro de bifurcacién s, r, y p;. En la figura (4.4),hacemos
variar s; cuando s = 90 la dindamica viral es de un dia ciclico para todos los valores de
p1,conforme s crece, como por ejemplo s = 137 la dinamica viral se mantiene en periodos
de un dia y cuando excede cierto umbral, el periodo es de 2 dias ciclicos, ocurre el periodo

de doble bifurcacion. Cuando s = 175 y p; la dindmica tiene periodos 1, 2,4, 8, etc.

En la figura (4.5) usamos el conjunto de pardmetros s = 90,5 = 0.05,d = 0.1,a =
0.1,b = 0.2,¢ = 0.01,7 = 6,k = 1200,p(¢) = 1 + 0.5cos (27t — %) y hacemos variar r.
Cuando 7 es pequeno, r = 0.1, la dinamica viral es la misma cuando varia p;; cuando
r = 0.35 la dinamica viral tiene un dia ciclico y cuando excede cierto umbral la dindmica

es de tres dias ciclicos, luego pasa a ser cuatro dias ciclicos para después ser multiples dias
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Figura 4.4: Diagramas de bifurcacion para distintos valores de s.f = 0.05,d = 0.1,a =
0.1,r =0.1,b=0.2,¢=0.01,7 = 6,k = 1200,p(t) = 1 + 0.5 cos (2nt — %)
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Figura 4.5: Diagramas de bifurcacion para distintos valores de r. § = 0.05,d = 0.1,a =
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y después pasa de multiples dias a un dia ciclico. Cuando » = 0.5 pasa de un dia cicli-

co a dos dias ciclicos y luego caos. Cuando r es mayor que 0.74 pasa de un dia ciclico a caos.

Comparando la figura (4.4) y (4.5), en los diagramas de bifurcaciéon podemos observar

que en la figura (4.5) cambia mas répido a caos que en la figura (4.4) cuando p; crece.

Sin embargo,como mencionan en [35], el diagrama de bifurcacién no puede capturar com-
pletamente en su totalidad el comportamiento de la dinamica. Investigamos el compor-
tamiento dindmico del sistema (4.2.7), haciendo variar p; y 7 ,como lo hacen en [35].
Podemos observar, en la figura (4.6), cuando p; es pequeno, el nimero de células infec-
tadas demuestran la oscilacién harmonica para algin retardo (ver a-c). Cuando p; crece
a 0.33, la resonancia subharmonica ocurre para retardos pequenos (ver d y e); Cuando p;
por ejemplo en 0.55, se generan cuatro dias ciclicos, que tiene evidentemente tiene un dia
ciclico o bien dos dias ciclicos (ver g y h). Para los iltimos dos casos, cuando p; crece a un
cierto umbral, el retardo (grande) puede alterar la oscilacién: desde dos dias ciclicos hasta
un dia ciclico con p; = 0.33,y de cuatro dias ciclicos a dos dias ciclicos con p; = 0.55 (ver
d-i). Ademas la simulacién numérica muestra que la resonancia subharmonica ocurre solo

cuando cuando la amplitud p; y el retardo 7 bes grande (ver c, f, e i).

134



4.3. Modelo de infeccién viral con full logistic y re-

spuesta inmune periédico

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones con retardo y efecto litico periddico:

() = s—dx(t)+rx(t) (1 — %) — kx(t)y(t)

y'(t) = ka(t)y(t) — ay(t) — p(t)y(t)=(t) (4.3.17)
() = eyt —7)z(t —7) — bz(t)
Las variables z, vy, z y los parametros tienen el mismo significado biolégico como los mod-

elos (4.1.1) ,(4.1.2),(4.1.5).

los valores iniciales del sistema (4.3.17) son
2(0) = ¢1(0),y(0) = ¢2(0), 2(0) = ¢3(0)) —7 <0 <0 (4.3.18)

donde ¢ = (¢1(0), ¢2(0), ¢5(0)) € C := ([-7,0,RY)  ¢(0) > 0y C := ([-7,0],R3) de-
nota el espacio de Banach de funciones continuas que que tienen el dominio en [—7,0] a

R? junto con la norma del supremo.

Encontrar los equilibrios del sistema es equivalente a encontrar los equilibrios sin retardos

s—dr+rz <1_ac—|—y) —kxy = 0

xmax

kxy —ay —pyz = 0 (4.3.19)

cyz—bz = 0

siy=2z=0yx#0, tenemos que

s—dx+rx(1— * ) =0 (4.3.20)

xmax

despejando x de (4.3.20) y llamemosle zy:

To = f;‘jﬂ” [(r—d)+\/(r—d)2+ 4”’}

xmax
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y por tanto un primer punto de equilibrio es

(5[ yfie-ar+ 2] o0)

Ahorasi z=0y x,y #0

s—dr+rx (1—x+y)—kxy =0 (4.3.21)

xmax

kxy —ay = 0 (4.3.22)

de (4.3.22) se despejemos x luego x = ¢ y sustituyamos lo en (4.3.21)

da ra ra? ray
§— —+ =

T S TR we—

—ay = 0 (4.3.23)

Despejando y de (4.3.23) y = sxm”ki,jﬁki)liirz” ra” luego el segundo punto de equilibrio

es

a STmark? + (r — d)kaT an — ra’ 0
k’ rka + k2024, ’

4.3.1. Estabilidad Global

El sistema (4.3.17) tiene un unico equilibrio de libre de infeccién

Ey = <’”g“” [ r—d)+ \/ r— 4” J 0 O) puede tener un equilibrio libre de in-

T

munidad F; = (:U,y,O), donde z, gy 10 mostraremos mas adelante. Ahora partiendo de
la definicién de [40] y el cédlculo general expuesto en [10], introducimos el nimero bésico
de reproduccién para la infeccion viral. Linearizando el sistema (4.3.17) alrededor de Ej,

obtenemos la siguiente ecuacion para las células infectadas y:

y'(t) = kxoy(t) — ay(t).

Sea F'(t) = kxo y V(t) = a, usando el lemma 2.2 de [10], el nimero bésico de reproduccién

para la infeccién viral, estd dado por

1
F(tydt & s 1
Ry — Jo PO ko e gy = © [(r—d)+\/(r—d)2+ m].
L Vydt  a 2r Tmaz
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Definamos

xmaxk

R, =

4
\/(’I“—d— rb _@)2+ rs e d- rb kb

2ar CTmax c Tmax CTmax c

Es facil ver que R; < Ry, también se puede verificar que F existe si y solo si Ry > 1y que

$Tmazk® + (r — d)kamae — 70°
rka + k2,02

§ = §=

a
k

El equilibrio Ey = (&,7,0), corresponde ala extincién del CTL. Es el llamado libre de

inmunidad

Ahora investigaremos la dindmica del sistema (4.3.17). Enunciaremos el siguiente lemma

para nuestro analisis.

Lema 4.9. (ver [41] lemma 2.1)Considere la siguiente ecuacion diferencial con retardo
2/ (t) = ax(t — 1) — ba(t)

donde a,b, ™ > 0;2(t) > 0 para toda t € [—7,0]. Se tienen lo siguiente:
i) Sia <b entonces lim;_,o z(t) =0
ii) Sia > b entonces lim;__, o z(t) = 400

Lema 4.10. Bajo las condiciones iniciales (4.3.18) todas las soluciones del sistema (4.3.17)

son positivos y acotadas.

Demostracion. Supongamos que x(t) no es positivo , entonces existe una ¢; > 0 tal que
x(t;) = 0. Por la primera ecuacién del sistema (4.3.17), tenemos que z'(t;) = s > 0. Esto
significa que z(t) < 0 para (1 — €,t,) donde € es una constante positiva arbitrariamente

pequena. Pero esto es una contradiccién pues x(t) es siempre positiva.

Si y(t) = 0 es una solucién constante del sistema y y(0) > 0, la unicidad y continuidad de

las soluciones nos garantiza que y(t) > 0 para toda ¢t > 0.
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Probemos que z(t) es positivo. observemos que la tercera ecuacién del sistema (4.3.17)

se puede reescribir de la siguiente manera.

/Otzzldt > /Ot—bdﬁ
In(=(0) > — /Otbde
In(=(t)) > Ln(=(0)) — / b

2(t) > 2(0)e™

Ln(z(t)) —

Si z = 0 la solucion es constante. Ahora por la unicidad y la continuidad de las soluciones

para la condicién inicial tenemos que z(t) > 0 para algtin ¢ > 0.

Ahora mostraremos que las soluciones del sistema (4.3.17) son uniformemente acotadas

para toda t > 0 Consideremos x,y, z > 0 de la primera ecuacién del sistema(4.3.17)

¥(t) <s—dr+rx (1— ’ )

X max

Evidentemente si 2(0) < xy entonces limsup,_, . z(t) < x¢ para toda t > 0

Sea ( )
L=x(t) +y(t) + chlz(t 1)
Luego
L/ _ x'—i—y'+ (po_p1>2/(t+7')
c
x + -
= s—dr+rx (1— - y) —ay—(po—pl)yz+w(cyz—bz(t+7-))
Po— D1
< s—dx+rx (1— )—ay—(po—pl)yz—l— (cyz — bz(t + 7))
r Tmaz 2 TTmax -
< s —dr— ( - = ) T —ay — (po — p1)yz + 2Plieyz — ba(t + 7))
4 max - b
4 c
4s + rTmax
= ——— —mL
1 m
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donde m = min{d, a, b}. Por tanto L < % + ¢, donde € es una constante arbitrari-
amente pequena, luego limsup, _, L(t) < 2 Zmaz Agf 2(t), y(t), 2(t) es uniformemente
acotada en Ry x C x C. -

Teorema 4.11. Si Ry < 1 entonces el equilibrio libre de infeccion es globalmente asintotica-

mente estable. ST Ry > 1 es inestable.

Demostracion. Sea (z(t),y(t), z(t)) soluciones no negativas del sistema (4.3.17) con condi-

ciones iniciales (4.3.18), de la primera ecuacién del sistema (4.3.17) tenemos que

x’<s+dx+rx<1—%>

El principio de comparacién implica que para alguna e > 0 existe una ¢ > 0 tal que
x (t) < X9+ €,
entonces

y < (k(mo+e)—a)y
= (kxo—a-+ke)y

() )

= (Ry—1)a+key Vt>1
integrando ambos miembros de la desigualdad en ¢ a t tenemos que

y < o(Ro—D)atke) (t—F)

como Ry < 1y e suficientemente pequenio (Ry—1)a+ke) < 0y luego cuando lim; ., y(t) =
0. Usemos el lema (4.9) y entonces podemos asegurar que lim; . 2(t) = 0.Si 2(0) = zo

entonces lim; o, 2(t) < . Esto completa la prueba del teorema. -
Teorema 4.12. 5S¢ R; < 1 < Ry entonces E, es localmente asintoticamente estable.

Demostracidn. Linearizando el sistema (4.3.17)

. 2% 4 4 rT R
Ty = {—(d+ky)+r<1— . y)] x1 + {—x —kx} i
yi = kg —p(t)iz (4.3.24)

2y = eyt —71) — bz
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Haciendo lo anterior , solo necesitamos investigar el cero de la solucién del sistema (4.3.24).
Como R; < 1 < Ry entonces ¢ < b, luego el lema(4.9) implica que lim;_, 21(¢) = 0. Luego

se tiene el siguiente sistema

b A
7 = {—(d+ky)+r(1— x+y)]x1+{— 7 —k:fc]yl

xmax max

Yy = kjxy — p(t)iz

el sistema anterior se puede ver de la siguiente manera:

) _ —(d+kg)+r(1—%) il A 0
Y ky 0 —p(t)gz1

Es de la forma X’ = Az + F(t). Para (z(0),y(0)) € R, la solucién es
x/l — €At Il(O) +/t OA ds
i y1(0) o \ —P(s)gz(s)

A:<_(d+kﬂ)+r<1_%> _%_%)

donde

ki 0

Como sabemos que ,7 satisface la primera ecuacién del sistema (4.3.17), se tiene que

—(d+ky)+r <1 — %) =—Z- % =— (% + kx‘:ﬂ), entonces reescribiendo la matriz
e ol
A — a kxmax Tmazx
ky 0

Claramente los valores propios de A tienen parte real negativa, entonces existe una
constante C'y u positivas tales que HeAtH < Ce " para toda t > 0. Notemos que el cero es
una solucién de la tercera ecuacion de (4.3.24) es asintéticamente estable cuando cy < b.
Entonces para algtin ¢ > 0 existe 6; = 0(¢) talque ||¢|| < d; con ¢ € CT, ¢(0) > 0.

Sea

) i€ ¢
1 (6,6 <m‘“{m<po+pl>g’m} € (0, )
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Entonces escojamos d; = 5-5= talque H(acl(O), yl(O))TH <dgy

IN

[ (z1(8), 92 ()" | Ce || (21(0), 41 (0))7]| + H /0 e=(0, —p(s)gz1(s))”

IN

e (0, y0)" || + Cloo +p1)3 / =9 |12,(s)] ds

€ . C(po +p1)y

, e €
- min ,
2v2C 1 {2\/§(po+p1)@ 2\/5}

€ € €

VAN IR

si tomamos 0 = min {0y, d2} vy ||| = ||(21(0), y1(0), ¢)|| < d,entonces ||z1(t, ), y1(t, ), z1(t, V)] <
€, esto implica la estabilidad del cero como solucién de (4.3.24).

IN

C

Definamos

dcks + kerx,g, + 4cakxg
4cad + 4bkd .

/
1

El siguiente paso es mostrar que cada solucién no negativa de (4.3.17) converge a F;

cuando R < 1 < Ry. Tomando las dos primera ecuaciones del sistema(4.3.17) tenemos:

T T
¥ +y = s—dx+rx(1— )— Y —ay — p(t)yz
mmaax xma;r
d r < xmax)Q o MPmaa (H)y= +
= s—dr— T — —ay — z+axg — ax
S B 1 Yy —plL)y 0 0
< s—da:—ay+mma$+aa:0

4s + daxg + rTimaz ~

4s+4axg +rZTmas

" . Entonces

donde d = min{a,d}, lo cual implica que limsup, ,.(z 4+ y) =

para €; existe un t; > 0 talque

4 4 max
J < (k;( s+ &Zoc;m +61—y)—a)y

< (k (43 + 4a:10d+ MTmar o y) B a) "
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Consideremos la siguiente inecuacion ecuacion diferencial
. 4ks + dkaxg + krames + 4kde; — 4kc§y(t) — 4ad _
) = )

4d

. <4ks + dkazo + krTmas ;;N Akde, — Akdy(t) — 4ad> i (43.25)

dks+4a(kzo—d)+krzmas+4kde;
4kd ’
lo cual es globalmente asintoticamente estable. Por el principio de comparaciéon tomemos

Cuando Ry > 1y g(0) > 0 (4.2.15) tiene un unico equilibrio positivo §* =

un €, entonces existe un ty, > t; talque

yggj*—l—eQ Vt>t2
4]€S+4a(l€(170-€2)+]€7'$maz

i , pues € es suficientemente pequeno. Luego

Sea y* =
yS?]*—i-eg Vt>t2
usando la desigualdad anterior

Z(t) <cly* +e)z(t —7) — bz Vit >ty + 7.

ckeo 1 4dckstkerxmar+4cakxg
kbd+acd <lyh= 4cad+4bkd )

Aplicando nuevamente el lema (4.9) tenemos nuevamente lim;_,, z(t) = 0. Asf el sistema

Escojamos una e, suficientemente pequena tal que R} +

(4.3.17) es asintético al siguiente sistema homogéneo.

) = s—de(t) + ra(t) (1 _ W) — ka(t)y(t)

y() = ke(ty(t) - ay(t) (4.3.26)

STmazx k2+(7’—d)]€a$maz _7’02

rka+k2Tmaz
globalmente asintéticamente estable. Finalmente aplicando la teoria de la cadena interna

el sistema (4.3.26) tiene un tnico equilibrio (Z,7) donde & = ¢, § =

de conjuntos transitivos a las dos primeras ecuaciones del sistema (4.3.17) se concluye que

limy o 2(t) = 21, limy_ o y(t) = g. Esto completa la prueba. -

Teorema 4.13. Si Ry > 1 entonces existe un n > 0 tal que para alguna solucion

(x(t,0),y(t, @), z(t,d)) de (4.8.17) con ¢ = (P1,02,¢3) € Ry x CT x CT y ¢2(0) > 0 y
#3(0) > 0 que satisface

liminf z(t,¢) > n liminfy(t,¢) >n liminf 2(¢,¢) > n
t—ro0 t—r00

t—00
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Demostracion. Usemos la teoria de la persistencia. Definamos los siguientes conjuntos:
X = {¢ - (¢17¢27¢3) € RI X C+ X C+}

X ={¢ = (¢1,02,¢3) € X : $2(0) > 0, ¢3(0) > 0}
90X, = X \ Xo

Por la forma del sistema (4.3.17) es facil ver que X y X, son positivamente invariantes.

Luego 0X| es relativamente cerrado en X, y
0Xo={d € X :¢2(0)=0 6 ¢3(0) =0}

Sea u(t, ¢) la solucién tnica del sistema (4.3.17) con ug(¢) = ¢. Definamos ®(t)y) = w1
para toda t > 0 y para toda 1 € X. Sea P : X — X el mapeo de Poincaré asociado al
sistema (4.3.17)

P(¢)=ur(¢) T=1 Y€ X.
Por el lema (4.10) P es un punto disipativo y P™ es compacto siempre y cuando ngT" > 7.

Luego aplicando el teorema 2.9 [42] P es un atractor Global en X.

Usando la técnica utilizada en [43], probaremos que P es uniformemente persistente en
(Xo,0Xy). Sea M, = (M [(r —d) + \/(r —d)?+ ﬂJ ,0,0) y My = (z,9,0). Como

2r Tmax

Ry > Ry > 1, escojamos una ¢; suficientemente pequena tal que Ry — %(51 > 1.
Por la continuidad de las soluciones con respecto a la condicién inicial existe 7 (d;) > 0 tal
que para toda ¢ € X

| — M| < o7,

luego tenemos
|0t — M| <6 Vi€ [0,w]

Afirmamos lo siguiente:
Afirmacién 4.14. limsup,,_, [|P(nT)¢ — M, || > 67 para toda ¢ € Xo

Procedamos por contradiccién , supongamos que limsup,, ., [|®(nT)Y — M| < 6,
para alguna ¢ € Xj. Entonces existe un entero Ny > 1 tal que limsup,,_, . ||®(nT)y — M| <
07 para toda n > N;. Para alguna t — 7 > N;T', luego tomemos ¢t = nT + t', con
n>NT €[0,T]y

@)y — My = |0(")D(nT)¢ — M| < 6,

143



luego se sigue
zg— 0 < x(t) <xo+ 01,0 < y(t),2(t) <o, YVt —7> N, T
Por tanto para t > N;T + 7, se tiene

y'(t)

v

(k(zo — 1) —a —01)y(t)
(]C[L’Q —a — ]C51 — 51)y(t)

Vv

resolviendo la desigualdad anterior
y(t) Z y(NlT + T)e(kxofaJrle761)(t7N1T77')
como Ry — %61 > 1 luego limy o, y(t) = 00, pero esto es una contradiccion.

Afirmacién 4.15. limsup,, . ||®(nT)p — Ms|| > 85 para toda ¢ € X,

Supongamos lo contrario, es decir limsup,,_, . ||®(nT)y — Ms|| < §5 para algin ¢ € X.
Entonces existe un entero Ny > 1 tal que ||®(nT)y — Ms|| < 65 para toda n > Ny. Para
algiin t — 7 > NoT, tenemos t = nT +t' con n > Ny con t' € [0,T] tal que

|2(t) — Ma|| = [| @) D(nT)¢p — My < 6,
Esto implica
|z(t) — 2| < 02, |y(t) —y| < o, 0 < 2(t) <o VE—71>NoT
De la tercera ecuacion del sistema (4.3.17)
2(t) > (g —d2)z(t —7) — bz
de la desigualdad R; — 09 (%) > 1

implica ¢(y—3d2) > b. Por el lema (4.9) lim;_,, 2(t) = 00, pero esto es una contradiccion.

Definamos los siguientes conjuntos:

My :={¢ € 0Xo: P"(¢) € 0Xo,Vn >0}
Dy:={¢ € X : $2(0) =0,¢5(0) = 0}
Dy :={¢ € X : ¢2(0) > 0, ¢3(0) = 0}
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Afirmamos que My = D; U D,. Por una parte D; U Dy C My. Probaremos que My C
D1 U D, . Para alguna ¢ € 90X, \ (D7 U Ds), de la segunda ecuacién del sistema (4.3.17)

tenemos

y(t, 1) = y(0, b)els =) —ap(:)=eds 4 >

La solucién de la tercera ecuacion del sistema (4.3.17) en el intervalo [0, 7], es
¢
(00 = e (o0.0) +e [ eyl = mv)ats - mvdas)
0

para alguna ¢ € 90X, \ (D7 U Dy), de la expresién anterior podemos ver que existe
to € [0, 7] tal que z(¢,%) > 0 para toda t > ty. Asi existe algin n con nT" > t, tal que
P™(y)) ¢ 0X, y por tanto My C Dy U D, . Luego se sigue que M; y My conjuntos disjun-
tos, compactos e invariantes para Pen OM vy Ay := Usen,w(¢) = {M;, M>}.Ademds no
es subconjunto de M; y M, forman un ciclo en My, por la afirmaciones anteriores vemos
que My y M, son conjuntos aislados e invariantes para P en X, y w®(M;) N Xy = () para

i = 1,2, donde w®(M;) es el conjunto inestable de M; para P.

Por el teorema 1.3.1 y la observacién 1.3.1 [44] concluimos que P : X — X es uniforme-
mente persistente con respecto a Xj. Luego por el mismo teorema implica que el semiflujo
periédico ®(t) : X — X también es uniformemente persistente respecto Xj. Por teorema
3.1 [45] el sistema (4.3.17) admite una solucién T-periédica (z*, y*, z*) con condicién inicial

¢* € Xy.. Por un argumento similar en [43] y [45] muestran que existen n > 0 tal que

lim inf min(z(t, ¢), y(t, ¢), 2(t. ¢)) = n

t—00

en particular lim; o inf min(®(t)¢*) > n y z*,y*, 2* > 0 para toda t > 0, esto implica

que (z*,y*, z*) es una solucién T-periddica. -

4.3.2. Simulacion numérica

En este paper investigaremos el comportamiento de un modelo epdemioldgico de un
sistema no autéonomo tipo SIR. Para comprobar y validar nuestros resultados consideramos

el sistema (4.3.17):
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phase diagram
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Figura 4.7: Cuando R; = 0.0186 < 1y Ry = 0.7233 < 1 el equilibrio libre de infeccion es
estable. Espacio fase del sistema (4.2.7)

() = s—dx(t)+rx(t) ( ))—ka:(t)y(t)
) = kax(t)y(t) —ay(t) —pt)y(t)z t)

) = cy(t—71)z(t — 1) —bz(t)
)

= po+picos(2mt—¢), 0<p <po

'(t

(

(
2 (t

(

<

p(t

En el sistema (4.3.17), el conjunto de pardmetros lo tomaremos de [7, 34, 36|, sea
p(t) =14 0.5cos (2nt — &), s = 10,d = 0.1,7 = 0.01, Zpep = 1200,a = 5,b = 0.1,c =
0.3,k = 0.002,7 = 1. Con diferentes funciones historia constantes x(0) = 100, 500, 800,
yo(0) = y(0) = 20,25,30, z0(0) = 2(#) = 1,5,10. Obtenemos R; = 0.0186 < 1y
Ry = 0.7233 < 1 el equilibrio libre de infeccién F;(1808,0,0) es asintéticamente estable.

Notemos que R; = 0.0186 < 1y Ry = 0.7233 < 1 entonces el virus eventualmente
desaparece. La simulacion numérica confirma que el equilibrio libre de infeccion es es-
table cuando Ry < 1. El sistema (4.3.17) tiene un unico equilibrio libre de infeccién
Ey = (18083,0,0).Ver figura(4.7)

Consideramos el siguiente conjunto de parametros p(t) = 1+ 0.5 cos (27rt — 1—”2), s =
190,d = 0.1,r = 0.1, 20, = 1800,a = 0.3,b = 0.5,¢ = 0.003,k = 0.005,7 = 1,¢ = {5 .
Con diferentes funciones historia constantes x(0) = 90, 100, 150, yo(¢) = y(#) = 10, 20, 40,
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phase diagram
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Figura 4.8: Cuando R; = .00005540 < 1y Ry = 7.4166 > 1 el equilibrio libre de inmunidad

es estable. Espacio fase del sistema (4.2.7)

20(0) = z(0) = 5,10, 8. Entonces emerge el equilibrio libre de inmunidad F;(60,29.23,0),
que es asintéticamente estable, como se puede observar en la figura (4.8). El las figuras
(4.9) y (4.10) usamos los siguientes pardametros s = 190,k = 0.05,d = 0.1,a = 0.1, =
0.001,6 = 0.2,c = 0.01,pp = 1,0 = {5, Tmae = 1200. El numero basico para la infeccion
viral y para el C'LT response son Ry = 944.5754 > 1y Ry = 3.7850 > 1 respectivamente.

El comportamiento dindmico del sistema (4.3.17) se vuelve mds complejo cuando el
parametro de amplitud p; crece. La simulacién numérica muestra que el periodo de la
dindmica viral quizds no esté de acuerdo con la respuesta inmune oscilatoria(4.9). Cuando
escojamos los pardametros para amplitudes p; = 0.2,0.38 y 0.78 respectivamente, el periodo

de la dindmica viral es 1,2 y 4 respectivamente de acuerdo a (4.9).

Para estudiar el efecto de la oscilacion del sistema inmune sobre el comportamiento de
la dindmica viral, la amplitud que es representado por p; es usado como parametro de
bifurcacién, el diagrama que obtenemos es como la que obtiene [35]. Sea p; en el intervalo
(0,1) , obtenemos el diagrama de bifurcacién en el plano p; — y. En el cual el numero
de puntos en una linea vertical correspondiendo a la amplitud, representa el miltiplo del
periodo de y(t). Por ejemplo un punto en el diagrama de bifurcacién representa el periodo

de y(t) en T dias y n puntos representa el periodo en nT" dias para y(t).
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Figura 4.9: Cuando Ry = 3.7850 > 1 y Ry = 944.5754 > 1 , la simulacién numérica con
diferentes amplitudes p; = 0.2,0.38 y 0.55 respectivamente. Diagrama de bifurcacién para

el sistema (4.3.17) cuando hacemos variar p;.
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Cuando p; crece de 0 a 1,la dindmica viral tiene periodos de 1,2,4,8,16. En la figu-
ra (4.9) podemos observar cuando p; es pequeno tenemos la dindmica del sistema no se
repite, es un dia ciclico, cuando es p; mayor que 0.38 la dinamica se repite cada dos dias,
son de dos dias ciclicos y cuando es 0.78 la dinamica se repite cada cuatro dias por lo que

son cuatro dias ciclicos y cuando se excede de 0.78 la dinamica es de multiples dias ciclicos.

Para estudiar el comportamiento de la dindmica del sistema (4.3.17),con forme varian
los pardmetros ,usamos como pardmetro de bifurcacién s y p;. En la figura (4.10),hacemos
variar s; cuando s = 90 la dindmica viral es de un dia ciclico para todos los valores de pq,
conforme s crece, como por ejemplo s = 150 la dinamica viral se mantiene en periodos de
un dia y cuando excede cierto umbral, el periodo es de 2 dias ciclicos, ocurre el periodo de

doble bifurcacién. Cuando s = 185 y p; la dindmica tiene periodos 1, 2,4, 8, etc.

Sin embargo,como mencionan en [35], el diagrama de bifurcacién no puede capturar com-
pletamente en su totalidad el comportamiento de la dindamica. Investigamos el compor-
tamiento dindmico del sistema (4.2.7), haciendo variar p; y 7 ,como lo hacen en [35].
Podemos observar, en la figura (4.11), cuando p; es pequeno, el nimero de células infec-
tadas demuestran la oscilacién harmonica para algin retardo (ver a-c). Cuando p; crece
a 0.38, la resonancia subharmonica ocurre para retardos pequenos (ver d y e); Cuando p;
por ejemplo en 0.78, se generan cuatro dias ciclicos, que tiene evidentemente tiene un dia
ciclico o bien dos dias ciclicos (ver g y h). Para los iltimos dos casos, cuando p; crece a un
cierto umbral, el retardo (grande) puede alterar la oscilacién: desde dos dias ciclicos hasta
un dia ciclico con p; = 0.38, y de cuatro dias ciclicos a dos dias ciclicos con p; = 0.55 (ver
d-i). Ademas la simulacién numérica muestra que la resonancia subharmonica ocurre solo

cuando cuando la amplitud p; y el retardo 7 bes grande (ver c,nf, e i).
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se han analizados cuatro modelos de infecciones virales que pueden ser

aplicados a enfermedades tales como VIH, VHB, VHC.

El primer sistema (3.2.6) se estudia un modelo de infeccién viral con transmisién mitdtica
y cura de células infectadas, incorporando la tasa de saturacion y el retardo intracelular.
Usando funcionales de lyapunov encontramos condiciones suficientes para la estabilidad
del equilibrio endémico, las funcionales son obtenidas mediante una combinacion lineal de

funciones tipo volterra y composiciones cuadraticas.

El andlisis cualitativo del modelo (3.2.6), obtuvimos resultados para la estabilidad lo-
cal y global del equilibrio. Concluimos que la estabilidad del equilibrio libre de infeccion
estd completamente determinada por el nimero basico reproductivo (Rp). Investigamos
dos escenarios posibles:

El primer escenario es donde la poblacion viral es eventualmente eliminada. Matematica-
mente, si Ry < 1, el equilibrio es localmente asintéticamente estable, mas atn es global-
mente asintéticamente estable.

Biolégicamente la persistencia caracteriza al equilibrio endémico. Siguiendo la teoria de la
persistencia para sistemas de dimension infinita. Mostramos que la persistencia uniforme
ocurre cuando Ry > 1.

Un segundo escenario el equilibrio endémico es estable. Establecimos una condicién g —

153



r(1 -2 > () entonces el equilibrio endémico es localmente asintéticamente estable para

Tmax

?ﬂ) > %1 el equilibrio es globalmente asintéticamente

7 > 0. Ademés cuando p —r(1 —

estable.

En el segundo modelo (3.3.59) incorporamos la tasa de saturacién con retardo con re-
tardo incluido. Establecimos resultados a cerca de la estabilidad local de los equilibrios. A
lo igual que el sistema (3.2.6) la estabilidad del equilibrio libre de infeccién estd determi-

nada por el (Ry). Si Ry < 1 el equilibrio es estable e inestable si Ry > 1. Encontramos una

e "Tx1+y1

Tmazx

tramos condiciones suficientes que nos garantiza la estabilidad global del equilibrio libre

condicién suficiente, p — r(1 — ) > 0, para la estabilidad local. Ademéds encon-
de infeccion y endémico.Establecimos condiciones para asegurar la permanencia de nuestro
sistema. Ademads se hizo la estimacion de la longitud del retardo para preservar la estabil-

idad dependiendo de los pardametros del sistema (3.3.59).

En el tercer sistema investigamos un modelo matematico de infeccién viral con respuesta
inmune periédica, en el cual le incorporamos el crecimiento logistico (4.2.7). Los resultados
analiticos estan establecidos por el Ry y Ry, estos dos pardmetros determinan el resultado
de la infeccion viral. Demostramos para el caso Ry < 1 el equilibrio libre de infeccién es
globalmente asintéticamente estable, y si Ry > 1 el equilibrio es inestable. También se de-
mostré que si Ry < 1 < Ry, el equilibrio libre de inmunidad es localmente asintéticamente
estable, ademas existe un R} tal que si R} < 1 < Ry el equilibrio libre de inmunidad es
globalmente asintoticamente estable.

Para el caso cuando 1 < R; < Ry, investigamos mediante simulaciones numéricas, que
la dindmica del sistema se vuelve mas complejo. Cuando fijamos el retardo, la resonancia
subharmonica ocurre cuando p; crece. El retardo pude alterar los periodo de oscilacion
cuando p; crece. Cuando 7 es grande ocurre la resonancia subharmonica. Las simulaciones
numéricas muestran que el retardo en la respuesta inmune, puede afectar la oscilacién en
la dindmica del sistema.

Cuando Ry > R; > 1y hacemos variar p; en (0, 1), tomando varios valores de r, la dindmi-
ca del sistema cambia. Si r es pequeno la dindmica del sistema es la misma. Cuando r crece

ocurre el periodo de doble bifurcacion. Cuando la amplitud es grande ocurre la dinamica de
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oscilacion viral. Las simulaciones numéricas muestran que la oscilacion del sistema inmune

puede afectar el comportamiento de la dindmica viral.

En nuestro cuarto modelo nos interesé estudiar el comportamiento dindmico de un sistema
T+y

max

con respuesta inmune periddica y full logistic rx <1 — ) (4.3.17), es usado para crec-
imientos de células sanas (x) ,y es la concentracién de células infectadas. Nuestro andlisis
muestra que la diferencia entre términos logistico no altera el comportamiento cualitativo
de la solucién. Mas especificamente, los modelos (4.2.7) y (4.3.17) tienen el mismo nimero
bésico reproductivo ( Rp). Ademds para ambos modelos existe un tnico equilibrio libre de
infeccion que es globalmente asintéticamente estable si Ry < 1. Los resultados que obtuvi-

mos son similares al sistema (4.2.7).

Comparando con los modelos VIH de infecciéon viral con cura, sin tasa de saturaciéon y
sin retardo, estudiados en Liu et al [20] y Muroya-Enatsu [22] sistema (3.1.1) con nuestro
modelo (3.1.4). En nuestro modelo calculamos el nimero bésico de reproduccién usando
el método de la “Next generation matrix” o matriz de la proxima generaciéon como en
[9]. Liu et al estudia la estabilidad usando un Ngy,que depende de los pardmetros del

sistema,mientras Muroya hace uso Ry derivado de tal Ngs;;.

Estudiando la estabilidad Global del Equilibrio libre de infecciéon usando funcionales de
lyapunov, Muroya-Enatsu ademas de poner la condiciéon Ry > 1 encuentra una condicion
suficiente adicional que acota la tasa de “cura”;en nuestro modelo la tinica condicién para

establecer la estabilidad global del equilibrio libre de infeccién es Ry(7) < 1.

En cuanto a la estabilidad global del equilibrio endémico, Muroya-Enatsu prueban la es-
tabilidad usando funcionales de lyapunov y por aproximacién de iteracion mondtona y
encuentran varias condiciones suficiente para establecer la estabilidad. En nuestro sistema
encontramos una unica condicién suficiente para establecer la estabilidad global del equi-

librio endémico.

Comparando los modelos periédicos con el modelo de Bai-Zhou (4.1.2). En nuestro (4.1.5) y
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(4.1.6) obtenemos resultados como las que obtiene Bai-Zhou, pero las series de condiciones
suficientes para establecer la estabilidad de los equilibrios son diferentes. Otra diferencia,
en Bai-Zhou, la dindmica de su modelo cambian conforme varia la tasa de crecimiento de
células no infectadas y la amplitud de la funcién periddica; en nuestros modelos periddicos
variamos r la tasa maxima de proliferacion y la amplitud de la funcién peridédica, y nota-
mos lo siguiente cuando p; > 0.45 existen multiples ciclos, mientras que en Bai-Zhou esto

ocurre cuando p; > 0.75
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